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Resumen

Se prueba un teorema que ya había sido anunciado sobre la estructura de ál-
gebra quasitriangular quasi-Hopf en la teoría de perturbaciones con respecto a la
constante de Plank. En el proceso se usó la versión pro unipotente de un grupo
definido por Grothendieck que contiene Gal(Q/Q).

1. Introducción

Este artículo se dedica principalmente a la prueba de un teorema anunciado en [1]
sobre la estructura de álgebra quasitriangular quasi-Hopf en la teoría de perturbaciones
con respecto a la constante de Plank. Como tecnicidad se usó la versión pro unipotente
de un grupo definido porGrothendieck [2], un grupomuy interesante pues esta relacio-
nado con Gal(Q/Q).

Recordemos las definiciones básicas de [1]. La diferencia entre un álgebra quasi-
Hopf y un álgebra de Hopf es que el axioma de coasociatividad se reemplaza por una
condición mas débil. En detalle, un álgebra quasi-Hopf sobre un anillo conmutativo k,
de acuerdo a [1], es un conjunto (A,∆, ε,Φ), donde A es un k-álgebra asociativa con
unidad,∆ es un homomorfismoA→ A⊗A, ε es un homomorfismoA→ k (asumi-
mos que∆(1) = 1, ε(1) = 1), yΦ es un elemento invertible enA⊗A⊗A, los cuales
satisfacen

(id⊗∆)(∆(a)) = Φ · (∆⊗ id)(∆(a)) · Φ−1, a ∈ A, (1.1)

(id⊗ id⊗∆)(Φ) · (∆⊗ id⊗ id)(Φ)

= (1⊗ Φ) · (id⊗∆⊗ id)(Φ) · (Φ⊗ 1), (1.2)

(ε⊗ id) ◦∆ = id = (id⊗ ε) ◦∆, (1.3)

(id⊗ ε⊗ id)(Φ) = 1, (1.4)
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además de un axioma que en el caso Hopf, Φ = 1, se restringe a la existencia y biyec-
tividad del antípoda. En nuestro caso, cuando (A,∆, ε,Φ) es una deformación de un
álgebra de Hopf parametrizada por un parámetro “infinitamente pequeño"h, el axioma
se satisface automáticamente por el Teorema 1.6 de [1]. De igual manera que el caso de
Hopf,∆ es denominado la comultiplicación y ε es la counidad.

El artículo [1] generalizó al caso quasi-Hopf la noción de álgebra quasitriangular de
Hopf definido en § 10 de [3] e inspirado por el método cuántico del problema inverso
[4]. Específicamente, un álgebraquasitriangular quasi-Hopf es un conjunto (A,∆, ε,Φ, R)
donde (A,∆, ε,Φ) es un álgebra quasi-Hopf yR es un elemento invertible enA ⊗ A
tal que

∆′(a) = R∆(a)R−1, a ∈ A (1.5)

(∆⊗ id)(R) = Φ312R13(Φ132)−1R23Φ, (1.6a)

(id⊗∆)(R) = (Φ231)−1R13Φ213R12Φ−1. (1.6b)

Donde∆′ = σ◦∆, yσ : A⊗A→ A⊗A intercambia las entradas. SiR =
∑

i ai⊗bi
entonces por definición R12 =

∑
i ai ⊗ bi ⊗ 1, R13 =

∑
i ai ⊗ 1 ⊗ bi, R

23 =∑
i 1⊗ai⊗ bi.También debemos explicar que, por ejemplo, siΦ =

∑
j xj ⊗ yj ⊗ zj ,

entoncesΦ312 =
∑

j yj ⊗ zj ⊗ xj .
La razón de los axiomas (1.1) - (1.6) es que las representaciones de un álgebraA qua-

sitriangular quasi-Hopf forma una categoría quasitensorial en el sentido de [5], ver tam-
bién § 3 de [1]. Esto significa que, primero, hay un functor producto tensorial en la
categoría de representaciones de A: dadas dos representaciones de A, en los k módu-
los V1, y V2, la representación de A en V1 ⊗ V2 se define como la composición A

∆→
A⊗A→ Endk(V1⊗V2). Segundo, existen isomorfismos functoriales de conmutación
c : V1 ⊗ V2

∼→ V2 ⊗ V1 y de asociación a : (V1 ⊗ V2) ⊗ V3
∼→ V1 ⊗ (V2 ⊗ V3)

donde Vi son representaciones de A. A saber, a es la operación en V1 ⊗ V2 ⊗ V3 que
corresponde a Φ, y c es la composición de la operación en V1 ⊗ V2 que corresponde a
R y el isomorfismo usual σ : V1 ⊗ V2

∼→ V2 ⊗ V1. Tercero, existe la representación
identidad k con isomorfismos V ⊗ k ∼→ V y k ⊗ V ∼→ V para cada representación V .
Finalmente, (1.2), (1.4) y (1.6) garantizan la conmutatividad de los diagramas:
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((V1 ⊗ V2)⊗ V3)⊗ V4
∼ //

∼
��

(V1 ⊗ V2)⊗ (V3 ⊗ V4)
∼ // V1 ⊗ (V2 ⊗ (V3 ⊗ V4))

∼
��

(V1 ⊗ (V2 ⊗ V3))⊗ V4
∼ // V1 ⊗ ((V2 ⊗ V3)⊗ V4)

(1.7)

V1 ⊗ V2

∼

''
∼

ww
(V1 ⊗ k)⊗ V2

∼ // V1 ⊗ (k ⊗ V2)

(1.8)

(V1 ⊗ V2)⊗ V3
c //

a

��

V3 ⊗ (V1 ⊗ V2) (V3 ⊗ V1)⊗ V2a
oo

V1 ⊗ (V2 ⊗ V3)
id⊗c // V1 ⊗ (V3 ⊗ V2)

a−1
// (V1 ⊗ V3)⊗ V2

c⊗id

OO
(1.9a)

V1 ⊗ (V2 ⊗ V3)
c //

a−1

��

(V2 ⊗ V3)⊗ V1
a // V2 ⊗ (V3 ⊗ V1)

(V1 ⊗ V2)⊗ V3
c⊗id // (V2 ⊗ V1)⊗ V3

a // V2 ⊗ (V1 ⊗ V3)

id⊗c

OO
(1.9b)

Es de notar que en generalR21 6= R−1, en consecuencia el isomorfismo de conmutativi-
dad no es involutorio (una de las diferencias entre categorías quasitensoriales y categorías
tensoriales [6]).

Si (A,∆, ε,Φ, R) es un álgebra quasitriangular quasi-Hopf, y si F es un elemento
invertible deA⊗A que satisface (id⊗ε)(F ) = 1 = (ε⊗ id)(F ), entonces, definiendo

∆̃(a) = F ·∆(a) · F−1, (1.10)
Φ̃ = F 23 · (id⊗∆)(F ) · Φ · (∆⊗ id)(F−1) · (F 12)−1, (1.11)
R̃ = F 21 ·R · F−1, (1.12)

obtenemos una nueva álgebra quasitriangular quasi-Hopf (A, ∆̃, ε, Φ̃, R̃); decimos
que fue obtenida de (A,∆, ε,Φ, R) torsiendola vía F . Las quasicategorías que corres-
ponden a (A,∆, ε,Φ, R) y a (A, ∆̃, ε, Φ̃, R) son equivalentes. Así que naturalmente
nos referimos a la torsión como una "transformación de gauge".

Estudiaremos álgebras quasitriangulares quasi-Hopf en el sentido de la teoría de per-
turbaciones con respecto a h, restringiéndonos al caso de característica 0. Daremos pre-
cisión a estas palabras en la siguiente definición (EUC es un acrónimo de “Envolvente
Universal Cuantizada”).
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Definición. Sea k campo de característica 0. Decimos queA es una álgebra quasitriangu-
lar quasi-Hopf EUC sobreK[|h|] si es una álgebra topológica quasitriangular quasi-Hopf
(A,∆, ε,Φ, R) sobre k[|h|] tal que A/hA es un álgebra universal envolvente con la co-
multiplicación estándar, y A como k[|h|]-módulo topológico, es isomorfo a V [|h|] para
algún espacio vectorial V sobre k.

Nota: ComoA/hA es un álgebra universal envolvente, de la ecuación (1.4) y el que
Φ sea invertible, concluimos queΦ ≡ 1 mód h. Similarmente,R ≡ 1 mód h, y para
torsiones de álgebras quasitriangulares quasi-Hopf EUC, F ≡ 1 mód h.

Inspirados en [7–9], elmétodo siguiente fuepropuesto en [1] para construir álgebras
quasitriangulares quasi-Hopf EUC. Sea g un álgebra de Lie sobre k[[h]] que, viéndola
como k[[h]]-módulo, es isomorfo a V [[h]] para algún espacio V sobre k. ( Esta condi-
ción en g significa que g es una deformación de un álgebra de Lie g0 sobre k, donde
g0 = g/hg; llamamos a este tipo de álgebras g álgebra por deformación ). Supongamos
la existencia de un tensor t ∈ g ⊗ g que es g-invariante, donde ⊗ es la completación
del producto tensorial. Sea A = Ug, donde Ug es la completación h-ádica del álgebra
universal envolvente. Definimos en la manera usual ε : A→ k[[h]] y∆ : A→ A⊗A
( donde⊗ es la completación del producto tensorial), y seaR = e~t/2. Entonces se cum-
plen (1.3)-(1.5), y falta encontrar Φ ∈ A ⊗ A ⊗ A que satisface (1.1), (1.2), (1.4) y (1.6)
(nótese que en este caso (1.1) implica la g-invariancia deΦ). El primer resultado principal
es:

TeoremaA. El susodichoΦ existe, y es único hasta por una torsión por elementos simétricos
g-invariantes F ∈ A⊗A.

Notas. Sí ∆ es la comultiplicación usual en A = Ug y R = e~t/2, y ∆̃, R̃ se
definen por las formulas (1.10) y (1.12), entonces las igualdades ∆̃ = ∆, R̃ = R
son equivalentes a la g-invariancia y simetría de F (t conmuta con los elementos
g-invariantes de A⊗A, pues t = (∆(C)−C ⊗ 1− 1⊗C)/2, donde C ∈ Ug
es el elemento de Casimir ).

Además del Teorema A probaremos que si reemplazamos la condición R = e~t/2

por la, a primera impresión, condición más débil de simetría y g-invariancia deR,
entonces R = e~t/2 para algún t ∈ g⊗ g.

La unicidad en el Teorema A se prueba de manera simple (ver Proposiciones 3.2 y
3.4). Cuando k = C, lo que se propone en [1] es una construcción explícita pero tras-
cendental deΦ pormedio del sistema de ecuaciones de Knizhnik-Zamolodchikov (abre-
viado: sistemaKZ)que surge de la teoría de campos conformes [10]. EsteΦ, en lo sucesivo
denotadoporΦKZ , es expresado en términos de τ = htpor una "fórmulaC-Universal";
es decir, si escribimosΦKZ en la forma
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ΦKZ =
∑
m,n,p

a
i1···imj1···jnl1···lp
(m,n,p) ei1···im ⊗ ej1···jn ⊗ el1···lp ,

donde ei forman una base de g comoC[[h]]-módulo topológico y los tensores a(m,n,p)

son simétricos en cada grupo de índices i, j, l, entonces los a(m,n,p) se expresan en tér-
minos de constantes estructurales ctrs del álgebra g y los componentes τuv del tensor τ
de acuerdo con las reglas del cálculo tensorial acíclico con coeficientes enC, mientras que
(1.1), (1.2), (1.4), y (1.6) se siguen, de acuerdo con las reglas del cálculo tensorial acíclico, del
hechodeque los ctrs son las constantes estructurales de un álgebra deLie y τ es simétrico e
invariante. (Ser acíclico significa, por ejemplo, la exclusión de la expresión cjric

l
sjc

i
tl, don-

de i, j, l forman un “ciclo” ). Entre los coeficientes de la fórmula C-universal aparecen
( ver (2.15) y (2.18)) los números ζ(2m + 1)/(2πi)2m+1,m ∈ N, que son imaginarios
y probablemente trascendentales. Así, para k + C la parte de existencia en el Teore-
ma A no se sigue de la construcción de ΦKZ . Sin embargo, se prueba en [3], junto con
el teorema siguiente.

Teorema A’. Existe una fórmula Q-universal que expresa el elemento Φ del Teorema A
en términos de τ = ht. Es única hasta por torsión vía un elemento F = F (τ) simétrico
Q-universal.

El álgebra quasitriangular quasi-Hopf suministrada por el Teorema A será llamada
álgebra estándar.

Teorema B. Cualquier álgebra quasitriangular quasi-Hopf EUC se puede torcer en un
álgebra estándar por un elemento adecuado.

La fórmula C-universal que expresa ΦKZ en términos de τ = ht es de la forma
ΦKZ = expPKZ(τ12, τ23) donde PKZ es una serie formal de Lie (es decir, conmuta-
dores) con coeficientes enC (ver § 2). El Teorema A se puede fortalecer como sigue.

Teorema A”. Existe una series formal de Lie P con coeficientes en Q tales que el Φ del
Teorema A se puede elegir como expP (ht12, ht23).

SiΦ tiene la forma expP (ht12, ht23) dondeP es una serie formal de Lie, entonces
el Φ̃ definido por la fórmula (1.11) no es, en general, de la misma forma. Sin embargo, en
el conjunto de series de Lie P sobre k tales que Φ = expP (ht12, ht23) y R = e~t/2

satisface (1.2) y (1.6), podemos definir (ver § 4) una acción natural transitiva de un cierto
grupo, que llamamos el grupodeGrothendieck-Teichmüller y lodenotamosporGT(k).
Esta acción forma la base de la prueba del Teorema A”. La definición de GT(k) es en
esencia prestada de [2], donde, en particular, se muestra como construir un morfismo
canónico Gal(Q/Q)→ GT(Ql) dondeQ es la cerradura algebraica deQ enC y l es un
número primo.
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La estructura del artículo es la siguiente. § 2 esta dedicada a ΦKZ . En § 3, los mé-
todos de [1] se usan para probar los Teoremas A, A’ y B. En § 4 definimos el grupo de
Grothendieck-Teichmüller (en varias versiones) y explicamos su relación conGal(Q/Q).
En §5probaremos elTeoremaA”, y también reduciremos el estudio deGT(k) al estudio
de un álgebra de Lie graduada infinito dimensional grt1(k).

En § 6 recolectaremos ciertas propiedades de esta álgebra. § 4 es independiente de § 2
y § 3, mientras que § 5 y § 6 son independientes de § 3.

El autor agradece A. A. Beilinson, G. V. Belyi, Yu. I. Manin, y G. B. Shabat por reco-
mendarme los artículos [2], [11],[12],[13],[14], y [15].

2. Construcción de ΦKZ

La manera más sencilla de definir ΦKZ es por la fórmula ΦKZ = G2G
−1
1 donde

G1 yG2 son soluciones a la ecuación diferencial

G′(x) = ~(
t12

x
+

t23

x− 1
)G(x), ~ = h/2πi, (2.1)

definidas en 0 < x < 1 y que tienen las asíntotas G1(x) ∼ x~t
12 para x → 0 y

G2(x) ∼ (1 − x)~t
23 para x → 1. Aquí t12 = t ⊗ 1 ∈ (Ug)⊗3 y t23 = 1 ⊗

t ∈ (Ug)⊗3, donde g es un álgebra de Lie por deformación sobre C[[h]] y el tensor
t ∈ g ⊗ g es simétrico y g-invariante. La función G : (0, 1) → (Ug)⊗3 en ecuación
(2.1) debe ser analítica; es decir, para cada n la imagen deG(x) en (Ug)⊗3/hn(Ug)⊗3

debe ser de la forma
∑N

i=1 ai(x) · ui, donde ui ∈ (Ug)⊗3/hn(Ug)⊗3, las funciones
ai : (0, 1)→ C son analíticas, y en generalN depende den. En el casomás importante,
cuandog = g0[[h]] (es decir,g es la deformación trivial deg0), esto significa queG(x) =∑∞

i=0 gi(x)hi, donde cada gi es una función analítica con valores en algún subespacio
de dimensión finita Vi ⊂ (Ug0)⊗3. Por supuesto x~t12 se entiende como exp(~ lnx ·
t12) = 1 + ~ lnx · t12 + · · · . La notaciónG1(x) ∼ x~t

12 significa queG1(x)x−~t
12

tiene una continuación analítica en una vecindad del punto x = 0 y toma el valor 1 en
ese punto. La existencia y unicidad deG1 yG2 se prueban sin dificultad.

El sistemaKZ tiene la forma

∂W

∂zi
= ~

∑
j 6=i

tij

zi − zj
·W, i = 1, 2, · · · , n, (2.2)

dondeW (z1, · · · , zn) ∈ (Ug)⊗n y tij es la imagen de t bajo el (i, j)-ésimo encaje
Ug⊗Ug→ (Ug)⊗n. Para nosotros es esencial que, tal como se indica en [10], el sistema
(2.2) es auto-consistente; es decir, la curvatura de la conexión correspondiente es 0. Dado
que∂W/∂z1+· · ·+∂W/∂zn = 0, la funciónW depende solamente de las diferencias
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zi − zj . Más aún,
∑

i zi∂W/∂zi = ~
∑

i<j t
ijW, así que (2.2) se reduce a un sistema

de ecuaciones en funcion de n − 2 variables. En particular, para n = 3 las soluciones
de (2.2) son de la forma (z3 − z1)~(t12+t13+t23) · G((z2 − z1)/(z3 − z1)), donde G
cumple (2.1). Por lo tanto ΦKZ puede determinarse por la relaciónW1 = W2 · ΦKZ

dondeW1 yW2 son soluciones de (2.2) para n = 3 en la región

{(z1, z2, z3) ∈ R3|z1 < z2 < z3}

con la asíntotaW1 ∼ (z2 − z1)~t
12

(z3 − z1)~(t13+t23) para z2 − z1 << z3 − z1, y
W2 ∼ (z3 − z2)~t

23
(z3 − z1)~(t12+t13) para z3 − z2 << z3 − z1.

La definición de Φ en términos del sistema (2.2) es conveniente, en particular, para
verificar (1.2) y (1.6a) (1.6b) (la igualdad (1.1) es obviamente equivalente a la g-invarianza
deΦKZ ). Para probar (1.6a) (1.6b), consideramos (2.2) para n = 4 en la región
{(z1, z2, z3, z4) ∈ R4|z1 < z2 < z3 < z4} y distinguimos cinco zonas:

1) z2 − z1 << z3 − z1 << z4 − z1, 2)z3 − z2 << z3 − z1 << z4 − z1,
3)z3 − z2 << z4 − z2 << z4 − z1, 4)z4 − z3 << z4 − z2 << z4 − z1,
5)z2 − z1 << z4 − z1, z4 − z3 << z4 − z1.

Estas zonas corresponden a los "vértices"del pentágono (1.7) de acuerdo a la siguiente
regla: si Vi y Vj están dentro del paréntesis y Vk esta afuera de los paréntesis, entonces
|zi− zj | << |zi− zk|; por ejemplo, (V1⊗ (V2⊗ V3))⊗ V4 corresponde a la segunda
zona.

Lema. Existen soluciones únicasW1, · · · ,W5 del sistema (2.2) con el siguiente compor-
tamiento asintótico en la respectiva zona:

W1 ∼ (z2 − z1)~t
12

(z3 − z1)~(t13+t23)(z4 − z1)~(t14+t24+t34),

W2 ∼ (z3 − z2)~t
23

(z3 − z1)~(t12+t13)(z4 − z1)~(t14+t24+t34),

W3 ∼ (z3 − z2)~t
23

(z4 − z2)~(t24+t34)(z4 − z1)~(t12+t13+t14),

W4 ∼ (z4 − z3)~t
34

(z4 − z2)~(t23+t24)(z4 − z1)~(t12+t13+t14),

W5 ∼ (z2 − z1)~t
12

(z4 − z3)~(t34)(z4 − z1)~(t13+t14+t23+t24).

Se debe entender que, por ejemplo, paraW5 esto significa que

W5 = f(u, v)(z2 − z1)~t
12

(z4 − z3)~t
34

(z4 − z1)~(t13+t14+t23+t24),

con u = (z2 − z1)/(z4 − z1), v = (z4 − z3)/(z4 − z1), f analítica en una vecindad
de (0, 0), y f(0, 0) = 1.
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Demostración. Consideremos, por decir, la quinta zona.
Con la substituciónW = g(u, v)(z4 − z1)~T , siendo T = t12 + t13 + t14 + t23 +
t24 + t34, u = (z2 − z1)/(z4 − z1), y v = (z4 − z3)/(z4 − z1). Obtenemos para g
un sistema de ecuaciones de la forma

∂g

∂u
= h(

A

u
+R(u, v)) · g(u, v), (2.3)

∂g

∂v
= h(

B

v
+ S(u, v)) · g(u, v),

donde las funciones R y S, con valores en (Ug)⊗3, son analíticas en una vecindad de
(0, 0), mientras queA,B ∈ (Ug)⊗3 no dependen de u ni v (es de notar que [A,B] =
0, en vista de la integrabilidad de la conexión∇ correspondiente a (2.3)). Debemos pro-
bar existencia y unicidad de la solución al sistema (2.3) de la formaϕ(u, v)u~Av~B , don-
deϕ(u, v) es analítica en una vecindad de (0, 0) yϕ(0, 0) = 1. En otras palabras, debe-
mos probar existencia y unicidad de una función analítica ϕ(u, v) tal que ϕ(0, 0) = 1,
ϕ−1 · ∇v · ϕ = ∂/∂u − hAu−1, y ϕ−1 · ∇v · ϕ = ∂/∂v − hBv−1, donde
∇u = ∂/∂u − h(Au−1 + R(u, v)) y ∇v = ∂/∂v − h(Bv−1 + S(u, v)). Esto
se puede hacer por el método de aproximaciones sucesivas.

Es fácil ver queW1, · · · ,W5 tienen continuación analítica en la región z1 < z2 <
z3 < z4. La fórmula (1.2) se sigue de las identidadesW1 = W2 · (ΦKZ ⊗ 1),W2 =
W3 · (id⊗∆⊗ id)(ΦKZ),W3 = W4 · (1⊗ΦKZ),W1 = W5 · (∆⊗ id⊗ id)(ΦKZ),
yW5 = W4 · (id⊗ id⊗∆)(ΦKZ).Mostraremos como probar las primeras dos.

Sea V1 = W1 · (z4 − z1)−~(t14+t24+t34) y

V2 = W2 · (ΦKZ ⊗ 1) · (z4 − z1)−~(t14+t24+t34)

= W2 · (z4 − z1)−~(t14+t24+t34) · (ΦKZ ⊗ 1),

probaremos que V1 = V2. Es fácil verificar que V1 y V2 son analíticas en z1 < z2 <
z3, z4 ∈ RP1 \ [z1, z3] (¡z4 puede ser igual a∞!). Más aún, ambos V1 y V2 satisfacen
las ecuaciones

∂V

∂zi
= ~

∑
j 6=i

tij

zi − zj
· V, i = 2, 3, (2.4)

∂V

∂z1
= ~

∑
j 6=1

t1j

z1 − zj
· V − ~V · t

14 + t24 + t34

z1 − z4
, (2.5)

∂V

∂z4
= ~

∑
j 6=4

[t14, V ]

z4 − zj
. (2.6)
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De (2.4) y (2.5), y las asíntotas de V1 y V2 se sigue que V1 y V2 coinciden para z4 = ∞.
Esto y (2.6) implican V1 = V2.

Ahora, seaU1 = W2 · (z3 − z2)−~t
23 y

U2 = W3 · (id⊗∆⊗ id)(ΦKZ) · (z3 − z2)−~t
23

= W3 · (z3 − z2)−~t
23 · (id⊗∆⊗ id)(ΦKZ);

mostraremos queU1 = U2. Es fácil de verificar queU1 yU2 son analíticas en

z1 < z2 < z4, z1 < z3 < z4,

(¡z2 puede ser igual a z3!). Más aún, ambosU1 yU2 satisfacen

∂U

∂zi
= ~

∑
j 6=i

tij

zi − zj
· U, i = 1, 4, (2.7)

∂U

∂z2
= ~

∑
j 6=2,3

t2j

z2 − zj
· U + ~

[t23, U ]

z2 − z3
, (2.8)

∂U

∂z3
= ~

∑
j 6=2,3

t3j

z3 − zj
· U − ~

[t23, U ]

z2 − z3
. (2.9)

Es fácil ver que U1 y U2 coinciden para z2 = z3. De esto y (2.8) se sigue que U1 = U2.
Esto prueba (1.2). Reemplazando x por 1− x en (2.1) obtenemos queΦKZ satisface

Φ321 = Φ−1. (2.10)

Por lo tanto (1.6b) se sigue de (1.6a); basta con aplicar en ambos lados de (1.6a) el operador
que intercambia el primer producto tensorial con el tercero, y usarR21 = R y∆′ = ∆.
La prueba de (1.6a) se encuentra en § 3 de [1]. Esta usa las seis soluciones del sistema (2.2)
para n = 3 en el dominio complejo que tiene el comportamiento asintótico estándar en
la zonas correspondientes; ellas corresponden a los “vértices” del hexágono (1.9a).

Ahora reemplacemos (2.1) por la ecuación

G′(z) =
1

2π
(
A

x
+

B

x− 1
)G(x), (2.11)

dondeA yB son símbolos no conmutativos, yG es una serie formal enA yB con
coeficientes que son funciones analíticas de x. Consideremos, como arriba, soluciones
G1 yG2 con las asíntotas estándar para x = 0 y x = 1. Sea ϕKZ(A,B) = G−1

2 G1.
El álgebra C << A,B >> de series formales no conmutativas es un álgebra de Hopf
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topológica con la comultiplicación∆(A) = A⊗1 + 1⊗A,∆(B) = B⊗1 + 1⊗B.
Claramente,∆(ϕKZ) = ϕKZ ⊗ϕKZ . Por lo tanto lnϕKZ(A,B) es una serie formal
de Lie, es decir, un elemento de la completación del álgebra libre de Lie sobre C con
generadoresA,B (ver [16], Capitulo II, § 3, Corolario 2, Teorema 1 ). De lamisma forma
que por (2.10) uno prueba que ϕKZ satisface la igualdad

ϕ(B,A) = ϕ(A,B)−1. (2.12)

Para obtener análogos de (1.2) y de (1.6a) para ϕKZ , observe que tal como en [7], la in-
tegrabilidad de la conexión correspondiente a (2.2) se sigue de las relaciones tij = tji y
[tij , tkl] = 0 para i 6= j 6= k 6= l, y [tij + tik, tjk] = 0 para i 6= j 6= k. Ahora
definimos, tal como en [17], el álgebra de Lie aCn como el cociente de la completación del
álgebra libre de Lie sobre C con generadores X̃ij , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, i 6= j,
módulo el ideal generado topológicamente por los elementos de los tres tipos siguien-
tes 1) X̃ij − X̃ji; 2)[X̃ij , X̃kl], i 6= j 6= k 6= l; 3)[X̃ij + X̃ik, X̃jk], i 6= j 6= k.
La imagen de X̃ij en aCn es denotada por Xij . Reemplazamos htij en (2.2) por Xij ,
encontraremos que los mismos argumentos que prueban (1.2) y (1.6a) para Φ = ΦKZ

también prueban que ϕKZ satisface las relaciones:

ϕ(X12, X23 +X24) · ϕ(X13 +X23, X34)

= ϕ(X23, X34) · ϕ(X12 +X13, X24 +X34) · ϕ(X12, X23), (2.13)

exp((X13 +X23)/2) = ϕ(X13, X12) · exp(X13/2) · ϕ(X13, X23)−1

· exp(X23/2) · ϕ(X12, X23), (2.14a)

exp((X12 +X13)/2) = ϕ(X23, X13)−1 · exp(X13/2) · ϕ(X12, X13)

· exp(X12/2) · ϕ(X12, X23)−1, (2.14b)

donde ambos ladosde (2.13) pertenecen aexp aC4 mientras que ambos ladosde (2.14a)
y (2.14b) pertenecen a exp aC3 .Denotamos exp aCn = {ex|x ∈ aCn}, donde ex se entien-
de como un elemento de la completación del álgebra universal envolventeUaCn . En otras
palabras, exp aCn es el grupo de Lie correspondiente a aCn .

Si asumimos por un momento que [A,B] = 0, entonces (2.11) tiene la solución
xA/2πi(1 − x)B/2πi con ambas asíntotas estándar en x = 0 y x = 1. Por lo tanto
lnϕKZ ∈ pdonde p es el conmutador de la completación del álgebra libre de Lie con ge-
neradoresA,B. Busquemos la imagen de lnϕKZ ∈ p/[p, p].Dado que p es un álgebra
libre topológica de Lie con generadores Ukl = (adB)l(adA)k[A,B] (vea por ejemplo
2.4.2 de [18]), las imágenes deUkl enp/[p, p] (que denotaremos porUkl) formanunaba-
se topológica enp/[p, p].ObservequeUkl también es la imagende (adA)k(adB)l[A,B]
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en p/[p, p].Los coeficientes de la expansión de la imagen de lnϕKZ en p/[p, p], con res-
pecto a la baseUkl serán denotados por ckl.Mostraremos que

1 +
∑
k,l

cklu
k+1vl+1 = exp

∞∑
n=2

ζ(n)

n(2πi)n
(un + vn − (u+ v)n). (2.15)

Escribamos las soluciones estándarG1 yG2 de la ecuación (2.11) en la formaGj(x) =

xA(1−x)BVj(x), conA = A/2πi,B = B/2πi.Las funcionesVj tienen extensiones
continuas a [0, 1] y satisface la ecuación

V ′(x) = Q(x)V (x), (2.16)

Q(x)
def
= e− ln(1−x)·adB · e

− lnx·adA − 1

x− 1
B ∈ p.

Más aún, V1(0) = 1 y V2(1) = 1. Por lo cual ϕKZ = V −1
2 V1 = V (1)V (0)−1,

dondeV es cualquier soluciónde (2.16). Esto significa que la imagende lnϕKZ enp/[p, p]

es igual a
∫ 1

0 Q(x)dx, dondeQ(x) es la imagen deQ(x) en p/[p, p]. Entonces,

ckl =
1

(2πi)k+l+2(k + 1)!l!

∫ 1

0
(ln

1

1− x
)l

dx

x− 1
. (2.17)

Suponiendo que u, v ∈ C, im v < 0, imu < 2π, encontramos que el lado izquierdo
de (2.15) es igual a

1 + v

∫ 1

0
(1− x−u)(1− x)−v−1dx = −v

∫ 1

0
(x−u)(1− x)−v−1dx

= Γ(1− u)Γ(1− v)/Γ(1− u− v),

conu = u/2πi yv = v/2πi.Usando la fórmula ln Γ(1−z) = γz+
∑∞

n=2(ζ(n)/n)·
zn,que se sigue de la expansión de la funciónΓ comounproducto infinito ([19] capítulo
12), obtenemos (2.15). De (2.15) se sigue en particular que

ck,0 = c0,k = −ζ(k + 2)/(2πi)k+2. (2.18)

Uno podría dar una prueba diferente de (2.18): ck,0 pueden ser calculados usando
(2.17), la fórmula (1− x)−1 = 1 + x+ x2 + · · · y la substitución x = e−y, y c0,k por
la fórmula cij = cji, que es consecuencia de (2.12).

Nota: De acuerdo a la introdución de [11], cálculos semejantes fueron hechos previa-
mente por Z. Wojtkowiak; de hecho, ellos motivaron a Deligne.
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3. Prueba de los teoremasA,A′ yB.

En esta sección examinaremos las álgebras quasitriangulares quasi-Hopf EUC sobre
k[[h]], donde k es un campo de característica 0. Recordemos (ver proposición 3.5 de [1])
que a) cualquiera de esas álgebras puede convertirse usando una torsión apropiada en
la forma simétrica (es decir, podemos hacer R21 = R); 2)torciendo con F preserva la
forma simétrica si y solo si F 21 = F ; 3) si R21 = R, entonces ∆′ = ∆ y (2.10) se
satisface. Recordemos también (ver § 2) que si R21 = R, entonces (1.6b) se sigue de
(1.6a) y (2.10).

Sea g álgebra de Lie sobre k, y t ∈ g ⊗ g simétrico e invariante bajo g. Denotamos
A = (Ug)[[h]] y definimos como es usual∆ : A→ A⊗A y ε : A→ k[[h]]. Buscamos
elementosg-invariantesR ∈ A⊗A yΦ ∈ A⊗A⊗A tales queR21 = R,R ≡ 1+ht/2
mód h2,Φ ≡ 1 mód h y se satisfacen las ecuaciones (1.2), (1.4), (1.6a), y (2.10) (¡no
requerimos queR = e~t/2!).

Proposición 3.1. Tales R,Φ existen.

Demostración. Supongamosquehemos construido elementosg-invariantesRn ∈ (Ug⊗
Ug)[[h]] y Φn ∈ (Ug ⊗ Ug ⊗ Ug)[[h]] tales que R21

n = Rn, Rn ≡ 1 + ht/2
mód h2,Φn ≡ 1 mód h, y Rn.Φn satisfacen modulo hn las ecuaciones (1.2), (1.4),
(1.6a) y (2.10) (para n = 2 podemos ponerR2 = 1 + ht/2,Φ2 = 1). De la prueba de
[1, Proposición 3.10 ] se sigue que existe un g-invariante Φn ∈ (Ug ⊗ Ug ⊗ Ug)[[h]]
que satisface (1.2), (1.4) y (2.10) modulo hn+1 tal que Φn ≡ Φn mód hn. Dado que
Rn yΦn satisface (1.6a) modulo hn, tenemos

(∆⊗ id)(Rn) ≡ Φ
312
n R13

n (Φ
132
n )−1R23

n Φn + hnψ mód hn+1, (3.1a)

dondeψ ∈ Ug⊗Ug⊗Ug es g-invariante. Usando en ambos lados de (3.1a) el operador
que intercambia el primer y el tercer factor tensorial, obtenemos:

(id⊗∆)(Rn) ≡ (Φ
231
n )−1R13

n Φ
213
n R12

n Φ
−1
n + hnψ321 mód hn+1. (3.1b)

Buscamos Rn+1 y Φn+1 de la forma Rn+1 = Rn + hnr y Φn+1 = Φn + hnϕ, con
r ∈ Ug⊗Ug yϕ ∈ ∧3g ⊂ Ug⊗Ug⊗Ug. Los elementos r yϕdeben serg-invariantes
y satisfacer las ecuaciones

r21 = r, (3.2)

r13 + r23 − (∆⊗ id)(r) + 3ϕ = ψ. (3.3)

Para que tales r, ϕ existan,es necesario que
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ψ234 − (∆⊗ id⊗ id)(ψ) + (id⊗∆⊗ id)(ψ)− ψ124 = 0, (3.4)

(id⊗ id⊗∆)(ψ)− ψ123 − ψ124 = (∆⊗ id⊗ id)(ψ321)− ψ431 − ψ432, (3.5)

α321 = −α, (3.6)

donde α = ψ − ψ213. Aseguramos que (3.4) -(3.6) también son suficientes para la exis-
tencia de r y de ϕ. Pues, (3.4) dice que ψ es un 2-cociclo en el complejo C∗(g) ⊗ Ug,
donde

Cn(g) =(Ug)⊗n,

d(a1 ⊗ · · · ⊗ an) =1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an

+
n∑
i=1

a1 ⊗ · · · ⊗ ai−1 ⊗∆(ai)⊗ ai+1 ⊗ · · · ⊗ an

+ (−1)n+1a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ 1. (3.7)

Se sigue de [1, Proposición 2.2 ] que α ∈ ∧2g ⊗ Ug, mientras que φ − α/2 es una
cofrontera, es decir

ψ − α/2 = r13 + r23 − (∆⊗ id)(r). (3.8)

Aquí r se puede elegir g-invariante; basta que bajo la identificación usual deUg con
Sym∗g (ver [16, Capítulo II, §1, Proposición 9]) r sea enviado a un elemento de Sym∗g⊗
Sym∗g cuya imagen en g⊗ Sym∗g sea 0. Dado queα ∈ ∧2g⊗Ug, se sigue de (3.6) que
α ∈ ∧3g. Sea ϕ = α/6. Entonces (3.2) y (3.3) equivalen a las siguientes condiciones en
s = r − r :

s− s21 = r21 − r, s ∈ g⊗ Ug. (3.9)

Para la existencia de s que satisfaga (3.9) es necesario y suficiente que r21 − r ∈
(g⊗ Ug)⊕ (Ug⊗ g), es decir, que

(f ⊗ f)(r21 − r) = 0, (3.10)

donde f : Ug → Ug ⊗ Ug, f(a) = a ⊗ 1 + 1 ⊗ a − ∆(a). Si (3.10) se cumple,
entonces s se puede elegir g-invariante; basta que la imagen de s+ r en Sym∗g⊗Sym∗g
no tenga componentes en g⊗ g. Observemos que (3.10) se sigue de (3.5), (3.8), y de que
α ∈ ∧3g.

Ahora probamos (3.4)-(3.6). Usando (3.1a) para transformar ambos lados de la igual-
dad

Φ
123
n · (∆⊗ id⊗ id)(∆⊗ id)(Rn) = (id⊗∆⊗ id)(∆⊗ id)(Rn) · Φ123

n
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y usando (1.2) y (1.5), obtenemos (3.4). Ahora expresamos (∆⊗∆)(Rn) en términos de
R13
n , R

14
n , R

23
n , R

24
n en dos formas posibles ( podemos usar primero (3.1a) y luego (3.1b),

o primero (3.1b) y luego (3.1a) ) . Comparando las dos expresiones de (∆ ⊗ ∆)(Rn) y
usando (1.2) y (1.5), obtenemos (3.5). De la misma forma que en la prueba de la fórmula
3.12 de [1], que generaliza la relación de Yang-Baxter, podemos derivar de (3.1a) la con-
gruencia

R12
n Φ

312
n R13

n (Φ
132
n )−1R23

n Φn + hnα ≡ Φ
321
n R23

n (Φ
231
n )−1R13

n Φ
213
n R12 mód hn+1.

(3.11)

Usando en ambos lados de (3.11) el operador que intercambia el primer tensor y el
tercero, y usando las relaciones R21

n = Rn y Φ
321
n ≡ Φ

−1
n mód hn+1, obtenemos

(3.6).

La prueba de la proposición 3.1 determina específicamente ciertos elementosΦ yR,
en términos de τ = htpormedio de formulasQ-universalesΦ = M (τ) yR = N (τ).
Respecto a esas formulas nos basta con saber que M (τ) = 1 + O(τ) y N (τ) =
1 + τ/2 = o(τ), donde o(τ) (respectivamenteO(τ)) denota términos en τ de grado
mayor que 1 (respectivamente mayores o igual que 1).

Proposición 3.2. Sea g álgebra de Lie sobre k, y supongamos queR ∈ (Ug⊗Ug)[[h]] y
Φ ∈ (Ug⊗Ug⊗Ug)[[h]] son invertibles, g-invariantes, y satisfacen (1.2), (1.4), y (1.6).
Entonces, torciendo vía un F ∈ (Ug ⊗ Ug)[[h]] g-invariante, los elementos Φ y R se
convierten en M (hθ) y N (hθ), donde θ es un elemento g-invariante de (Sym2g)[[h]].
Más aún, θ es único, mientras que F es determinado hasta por multiplicación por un
elemento de la forma (u−1 ⊗ u−1)∆(u), donde u pertenece al centro de (Ug)[[h]] y
u ≡ 1 mód h, ε(u) = 1.

Demostración. (A,∆, ε,Φ, R) se pueden torcer en forma simétrica por un elemento
g-invariante de (Ug ⊗ Ug)[[h]] (ver prueba de la proposición 3.5 en [1]). Por lo tanto
podemos asumirR21 = R (en cuyo casoΦ321 = Φ−1 y F debe ser simétrico). Así que
todo se reduce al siguiente lema.

Lema. Supongamos que (Φ1, R1) y (Φ2, R2) satisfacen las condiciones de la proposición,
con R21

1 = R1, R
21
2 = R2,Φ1 ≡ Φ2 mód hn, y R1 ≡ R2 mód hn. Sea ϕ y r los

residuos mód h de los elementos h−n(Φ1 − Φ2) y h−n(R1 − R2), respectivamente.
Entonces r es un elemento g-invariante de Sym2g, mientras ϕ puede ser escrito de la
forma

ϕ = f23 − (∆⊗ id)(f) + (id⊗∆)(f)− f12, (3.12)

14



donde f es un elemento g-invariante simétrico de Ug⊗ Ug tal que (ε⊗ id)(f) =
0 = (id⊗ ε)(f). Más aún, f esta determinado de manera única hasta por un elemento
vía

f̃ = f + ∆(v)− v ⊗ 1− 1⊗ v, (3.13)

con v en el centro de Ug y ε(v) = 0

Demostración. Dado que R1 y R2 satisfacen (1.6a), mientras que Φ1 y Φ2 satisfacen
(2.10), tenemos (∆⊗ id)(r)− r13 − r23 = Altϕ/2. El lado izquierdo de esta igualdad
es simétrico en los primeros factores tensoriales, y el lado derecho es anti-simétrico. Así
que ambos son 0; es decir Altϕ = 0 y r ∈ g⊗ Ug. De r ∈ g⊗ Ug y r21 = r, se sigue
que r ∈ Sym2g. Como ϕ1 y ϕ2 satisfacen (1.2),(1.4), y (2.10), tenemos

ϕ234 − (∆⊗ id⊗ id)(ϕ) + (id⊗∆⊗ id)(ϕ)

− (id⊗ id⊗∆)(ϕ) + ϕ123 = 0, (3.14)
(id⊗ ε⊗ id)(ϕ) = 0, (3.15)

ϕ321 = −ϕ. (3.16)

Usando en (3.14) las funciones ε ⊗ εid ⊗ id y id ⊗ id ⊗ ε ⊗ ε, y usando (3.15),
obtenemos:

(ε⊗ id⊗ id)(ϕ) = 0 = (id⊗ id⊗ ε)(ϕ). (3.17)

(3.14) dice que ϕ es un 3-cociclo en el complejo (3.7). De la proposición 3.11 de [1],
si tal ciclo es g-invariante y satisface (3.15)-(3.17) y la condición Altϕ = 0, entonces se
puede representar en la forma (3.12), y la representación es única hasta por substitución
en la forma (3.13).

SeaM yN como arriba. De la misma manera que probamos Proposición 3.2 uno
prueba lo siguiente.

Proposición 3.3. Sea (M (τ),N (τ)) soluciones arbitrarias k-universales de las ecuacio-
nes (1.2),(1.4), y (1.6a) tales que N (τ) es simétrico, N (τ) = 1 + τ/2 + o(τ). Enton-
ces torciendo vía un F (τ) k-universal simétrico uno puede convertir (M (τ),N (τ))
en (M (τ̃),N (τ̃)), donde τ̃ se expresa en términos de τ por una fórmula del tipo
τ̃ = τ + O(τ). Más aún, τ̃ esta determinada por (M ,N ) de manera única, y F (τ)
hasta por multiplicación por (u−1 ⊗ u−1) ·∆(u), donde u se expresa en términos de τ
por una fórmula k-universal de la forma u = 1 +O(τ).

Proposición 3.4. Sea (M (τ),N (τ)) tal como en Proposición 3.3. Entonces N (τ) =
eτ/2, donde τ̃ se expresa en términos de τ mediante una fórmula k-universal de la forma
τ̃ = τ + o(τ).

15



Demostración. Si R = e~t, donde t ∈ g ⊗ g es simétrico y g-invariante, y F ∈
(Ug ⊗ U ⊗ g)[[h]] también es simétrico y g-invariante, entonces en la fórmula (1.12)
R̃ = R, pues [t, F ] = 0 (basta usar la fórmula t = (∆(C) − C ⊗ 1 − 1 ⊗ C)/2,
donde C ∈ Ug es el elemento de Casimir correspondiente a t). La versión k-universal
es también cierta: F (τ)eτ/2F (τ)−1 = eτ/2 para todo F (τ) k-universal. Por lo tanto,
usando Proposición 3.3 al casoN (τ) = eτ/2 yM (τ) definido por el sistemaKZ (ver
§ 2), encontramos que N (τ̃) = eτ/2 para algún τ̃ de la forma τ + o(τ). Queda por
usar Proposición 3.3 a un par arbitrario (M (τ),N (τ)).

Prueba del Teorema A′. En el proceso de probar Proposición 3.1 construimos elementos
Q-universales Φ = M (τ) yR = N (τ) que satisfacen (1.1)-(1.6) y la condiciónR21 =
R, con N (τ) = 1 + τ/2 = o(τ) y M (τ) = 1 + O(τ). De la proposición 3.4 se
sigue que existe un τ̃ Q-universal de la forma τ + o(τ) tal queN (τ̃) = eτ/2.Así que
Φ = M (τ̃) y R = eτ/2 satisfacen (1.1)-(1.6). Unicidad del Teorema A′ se sigue de la
proposición 3.3.

TeoremaA′ implica la existencia en el TeoremaA. Unicidad es una consecuencia de
la siguiente proposición.

Proposición 3.5. Sea g un álgebra por deformación sobre k[[h]] (ver § 1), yR ∈ Ug⊗Ug
y Φ ∈ Ug ⊗ Ug ⊗ Ug elementos invertibles g-invariantes que satisfacen (1.2), (1.4)
y (1.6a). Entonces torsiendo vía un g-invariante F ∈ Ug ⊗ Ug podemos convertir Φ
y R en M (hθ) y e~θ/2, donde θ es un elemento g-invariante de Sym2g. Más aún,
F esta determinado unicamente hasta por multiplicación por un elemento de la forma
(u−1⊗ u−1)×∆(u), donde u pertenece al centro de Ug y u ≡ 1 mód h, ε(u) = 1.

Demostración. Laprueba es básicamente como la prueba anterior (ver Proposición (3.2))
en el caso g = g0[[h]], donde g0 es un álgebra de Lie sobre k. Se diferencia en el siguien-
te punto. SupongamosR21 = R,Φ ≡ M (hθn) mód hn, yR ≡ e~θn/2 mód hn

para algún g-invariante θn ∈ Sym2g. Sea r y ϕ las clases residuales mód h de los ele-
mentosh−n(R−e~θn/2) yh−n(Φ−M (hθ)), respectivamente.Tal y comoen la prueba
de la Proposición 3.2, uno muestra que r es un elemento invariante de Sym2g0, donde
g0 = g/hg, mientras queϕ puede ser representado de la forma (3.12), donde f es un ele-
mento simétrico invariante deUg0⊗Ug0 tal que (ε⊗ id)(f) = (id⊗ε)(f) = 0. Pero
para poder construir elementos g-invariantes simétricosFn ∈ Ug⊗Ug y θn+1 ∈ g⊗g

tales que Φ̃ ≡M (hθn+1) mód hn+1 y R̃ ≡ exp(hθn+1/2) mód hn+1, donde Φ̃

y R̃ son obtenidos bajo torción deΦ yR vía Fn, aún debemos probar que r ∈ Sym2g0

se extiende a un elemento invariante r ∈ Sym2g, mientras que f ∈ Sym2(Ug0) pue-
de ser elegido de manera que se extiende en un elemento invariante f ∈ Sym2(Ug).
Para r podemos tomar π(h−n(lnR − θ/2)), donde π : Ug ⊗ Ug → g ⊗ g es la
proyección definida por la identificación de Ug con Sym∗g (estamos obligados a usar
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π, pues aún no hemos probado que lnR ∈ g ⊗ g). Afirmamos que f existe si f fue
construido tal y como en la prueba de la Proposición 3.11 de [1]. En efecto, si identi-
ficamos Ug0 con Sym∗g0 de la manera usual, entonces Ug0 ⊗ Ug0 se identifica con
Sym∗(g0⊕g0) = ⊕mg⊗m0 ⊗Sm (Q2)⊗m, (Ug0)⊗3 con⊕mg⊗m0 ⊗Sm (Q3)⊗m, y el f
construido en [1] es igual aL0(ϕ), dondeL0 : (Ug0)⊗3 → (Ug0)⊗2 se define en térmi-
nos de ciertos operadoresSm-equivariantes δm : (Q3)⊗m → (Q2)⊗m. Por lo tanto po-
demos poner f = L(ϕ), dondeϕ = h−n(Φ−M (hθ)), yL : (Ug0)⊗3 → (Ug0)⊗2

se define en términos del mismo δm.
Un problema similar surge al probar la unicidad de F hasta por multiplicación por

(u−1 ⊗ u−1)∆(u), y se resuelve de la misma forma.

Corolario 1. Bajo las condiciones de la Proposición 3.5, R21R = e~θ, donde θ es un
elemento g-invariante de Sym2g. En particular, si R21 = R entonces R = e~θ/2.

Nota. 1) El corolario muestra que si A es un álgebra envolvente universal con el ∆ y el ε
usual, entonces (1.1) -(1.6b) implican la igualdad (∆⊗id)(ln(R21R)) = ln(R31R13)+
ln(R32R23). El autor no ha sido capaz de deducir esta igualdad directamente de (1.1)
-(1.6a).

2) Una prueba similar a la Proposición 3.5 se puede hacer por una proposición análoga
respecto álgebras cuasi-Hopf EUC cofronteras en el sentido de 3 de [1].

Prueba del Teorema B. Sea (A,∆, ε,Φ, R)un álgebra cuasi-Hopf cuasitriangular EUC
sobre k[[h]]. Sea R̃ = R · (R21R)−1/2. De la proposición 3.3 de [1], (A,∆, ε,Φ, R̃)
es una álgebra cuasi-Hopf EUC co-frontera. Por lo tanto, de la proposición 3.13 de [1],
una torción adecuada transforma (A,∆, ε) enUg con la comultiplicación y la counidad
usuales, donde g es una álgebra de Lie por deformación. Ahora usa la proposición 3.5.

Notas. 1) Teorema B se puede probar sin el uso de la Proposición 3.5 argumentando tal y
como en la prueba de la Proposición 3.13 de [1].

2) Se puede hacer una sencilla descripción de la categoría de álgebras cuasi-Hopf cua-
sitriangular EUC (Proposición 3.14 de [1] y la prueba sigue siendo valida en el caso cua-
sitriangular).

4. El Grupo de Grothendieck-Teichmüller

Supongamos dada una categoría quasitensorial (ver § 1), es decir, una categoría C ,
un functor ⊗, isomorfismos de conmutatividad y asociatividad, además de un objeto
identidad k con isomorfismos V ⊗ k

∼→ V y k ⊗ V
∼→ V para todos los objetos
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V ∈ C (con diagramas conmutativos (1.7)-(1.9) ). Trataremos de cambiar los isomorfis-
mos de conmutatividad y asociatividad sin modificar el resto de la estructura que apare-
ce en la definición de categoría quasitensorial. Modificar el isomorfismo de asociatividad
(V1 ⊗ V2) ⊗ V3

∼→ V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) equivale a multiplicarlo por un automorfismos
de (V1 ⊗ V2)⊗ V3. Observe que en (V ⊗ V )⊗ V , donde V es un objeto deC , existe
una acción del grupo de cuerdas B3: el generador σ1 ∈ B3 determina el isomorfismo
c ⊗ id, donde c es el isomorfismo de conmutación V ⊗ V ∼→ V ⊗ V , y el generador
σ2 ∈ B3 determina el isomorfismo a−1(id⊗ c)a, donde a es el isomorfismo de asocia-
ción (V ⊗V )⊗V ∼→ V ⊗ (V ⊗V ). De la mismamanera, cadaα ∈ B3 determina un
isomorfismo (V1⊗V2)⊗V3

∼→ (Vi1⊗Vi2)⊗Vi3 , donde (i1, i2, i3) es la permutación
correspondiente a a−1. Tenemos por lo tanto en (V1 ⊗ V2)⊗ V3 una acción del grupo
de trensas coloreadasK3 = Ker(B3 → S3). Así, una elección de ϕ ∈ K3 determina
un nuevo isomorfismo de asociación. Similarmente, una elección de ψ ∈ K2 determi-
na un nuevo isomorfismo de conmutación. Cada ψ ∈ K2 es de la forma ψ = σ2m,
donde σ es el generador de B2 ym ∈ Z. Por lo tanto cambiar el isomorfismo de con-
mutación equivale a elevarlo a la potencia λ = 2m + 1. Cada ϕ ∈ K3 es de la forma
f(σ2

1, σ
2
2) · (σ1σ2)3n, donde n ∈ Z y f(X,Y ) es un elemento del grupo libre con

generadoresX,Y (notemos que (σ1σ2)3 = (σ2σ1)3 genera el centro deB3). Para iso-
morfismos nuevos de conmutación y asociación los diagramas de la forma (1.8) siguen
siendo conmutativos, pero el pedir que (1.7), (1.9a) y (1.9b) sigan siendo conmutativos
requiere condiciones en f, λ y n. Conmutatividad de (1.9a) impone la condición n = 0
y la relación

f(X1, X2)Xm
1 f(X3, X1)Xm

3 f(X3, X2)−1Xm
2 = 1

forX1X2X3 = 1,m = (λ− 1)/2. (4.1)

Conmutatividad de (1.9b) también impone la condición n = 0 y la relación

f(X2, X1)−1Xm
1 f(X3, X1)Xm

3 f(X3, X2)−1Xm
2 = 1

forX1X2X3 = 1,m = (λ− 1)/2. (4.2)

(4.1) y (4.2) equivalen a

f(Y,X) = f(X,Y )−1, (4.3)
f(X3, X1)Xm

3 f(X2, X3)Xm
2 f(X1, X2)Xm

1 = 1

forX1X2X3 = 1,m = (λ− 1)/2. (4.4)

Finalmente, conmutatividad de (1.7) impone la siguiente condición en ϕ ∈ K3:

∂3(ϕ) · ∂1(ϕ) = ∂0(ϕ) · ∂2(ϕ) · ∂4(ϕ). (4.5)
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Aquí ∂0(ϕ) (respectivamente ∂4(ϕ)) se obtiene de la trenza ϕ al agregar una cuerda a
la izquierda (resp. derecha) de las tres existentes, mientras ∂i(ϕ) para 1 ≤ i ≤ 3 se
obtiene de ϕ la reemplazar la i-ésima cuerda de trenza ϕ por dos cuerdas, una justo a la
izquierdade la otra (note que losKn formanungrupo cosimplicial, donde losmorfismos
frontera son los ∂i : Kn → Kn+1, mientras que los homomorfismos de degeneración
∂i : Kn+1 → Kn son obtenidos al borrar una de las n+ 1 cuerdas). Es sabido [20] que
Kn es generado por los elementos xij , 1 ≤ i < j ≤ n, donde

xij = (σj−2 · · ·σi)−1σ2
j−2(σj−2 · · ·σi) = (σj−1 · · ·σi+1)σ2

i (σj−1 · · ·σi+1)−1,
(4.6)

donde xij están definidos por las siguientes relaciones

(aijk, xij) = (aijk, xik) = (aijk, xjk) = 1,

donde i < j < k, aijk = xijxikxjk, (4.7)
(xij , xkl) = (xil, xjk) = 1 para i < j < k < l, (4.8)

(xik, x
−1
ij xjlxij) = 1 para i < j < k < l. (4.9)

Aquí (u, v) significa uvu−1v−1. En términos de xij , (4.5) se escribe

f(x12, x23x24)f(x13x23, x34) = f(x23, x34)f(x12x13, x24x34)f(x12, x23).
(4.10)

Así, cada par (λ, f), λ ∈ 1 + 2Z, que satisface (4.3), (4.4), y (4.10) determina una ma-
nera “natural” de construir de cualquier categoría cuasitensorial C una nueva categoría
cuasitensorial C ′, que difieren en el isomorfismo de conmutatividad y de asociatividad
(“natural” significa que si F : C1 → C2 es un functor tensorial en el sentido de la
definición 1.8 de [6], entonces F es un functor tensorial de C ′1 → C ′2). Es fácil de ver
que la correspondencia es biyectiva. La interpretación de los pares (λ, f) que satisfacen
(4.3), (4.4) y (4.10) comomaneras de cambiar los isomorfismos de conmutatividad y aso-
ciatividad nos permite definir en el conjunto de tales pares una estructura de semigrupo
(λ1, f1) · (λ2, f2) = (λ, f), donde

λ = λ1λ2,

f(X,Y ) = f1(f2(X,Y )Xλ2f2(X,Y )−1, Y λ2) · f2(X,Y ). (4.11)

Ahora supongamos que (A,∆, ε,Φ, R) satisfacen (1.1)-(1.6a). Entonces losA-módulos
forman una categoría cuasitensorial (ver § 1). Sí cambiamos los isomorfismos de conmu-
tatividad y asociatividad por medio de un par (λ, f) que satisface (4.3), (4.4), y (4.10), la
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categoría cuasitensorial corresponde a (A,∆, ε, Φ̄, R̄) donde

R̄ = R · (R21 ·R)m = (R ·R21)m ·R,m = (λ− 1)/2 (4.12a)

Φ̄ = Φ · f(R21R12,Φ−1R32R23Φ)

= f(ΦR21R12Φ−1, R32R23) · Φ. (4.12b)

Las fórmulas (4.12) definen la acción de el semigrupo de todas las parejas (λ, f)
que satisfacen (4.3), (4.4), y (4.10) en la colección de conjuntos (A,∆, ε,Φ, R) satis-
faciendo (1.1) − (1.6a). Desafortunadamente, este semigrupo consiste solamente de el
elemento identidad (λ = 1, f = 1) y la involución (λ = −1, f = 1) mandan-
do (A,∆, ε,Φ, R) en (A,∆, ε,Φ, (R21)−1). Esto es una consecuencia de la siguiente
proposición, debido a que de (4.10) f(X,Y ) pertenece al conmutador del grupo libre en
los generadoresX,Y.

Proposición 4.1. Las ecuaciones (4.3) y (4.4), donde f(X,Y ) pertenece al grupo libre
con generadores X e Y , son satisfechas solamente por λ = ±1, f(X,Y ) = Y rX−r.

Demostración. Si (λ, f) satisface las ecuaciones (4.3) y (4.4), entonces esas también son
satisfechas por (λ, f̃), donde f̃(X,Y ) = Y −sf(X,Y )Xs. De (4.3) se sigue que pa-
ra cierta s o f̃ = 1 o la representación no simplificable de f̃(X,Y ) es de la forma
X l · · ·Y −l, l 6= 0. Como f̃ cumple (4.4), el segundo caso es imposible, y en el primer
caso λ = ±1

Observemos que si k es un campo de característica 0, entonces las fórmulas (4.3),
(4.4), (4.10), y (4.11) tienen sentido aun si suponemos queλ ∈ k, mientras que f(X,Y )
pertenece a la completación k-pro-unipotente del grupo libre con generadoresX,Y, es
decir, f(X,Y ) es una expresión formal de la forma expF (lnX, lnY ), dondeF es una
series formal de Lie sobre k. Así ambos lados de (4.10) pertenecen a la completación k-
pro-unipotente deK4, es decir, son de la forma ev, donde v pertenece al álgebra cociente
de series formales de Lie en las variables ξij , 1 ≤ i < j ≤ 4 módulo el ideal correspon-
diente a las relaciones (4.7)-(4.9) para xij = exp ξij .

Denotamos por GT(k) el semigrupo de pares (λ, f) que satisfacen (4.3), (4.4), y
(4.10), donde λ ∈ k y f pertenece a la completación k-pro-unipotente del grupo li-
bre. El grupo de elementos invertibles de GT(k) será denotado por GT(k); lo llama-
mos la versión k-pro-unipotente del grupo de Grothendieck-Teichmüller. Es fácil ver que
GT(k) = {(λ, f) ∈ GT(k)|λ 6= 0}. Resulta que (ver § 5, 6) el grupo GT(k) es bas-
tante grande: es infinito-dimensional, y el homomorfismo GT(k) → k∗ que manda
(λ, f) a λ es suprayectivo.

Si (λ, f) ∈ GT(k) y (A,∆, ε,Φ, R) es un EUC-álgebra quasitriangular quasi-
Hopf sobre k[[h]], entonces las fórmulas (4.12), tienen sentido. Así, GT(k) actua en el
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conjunto de EUC-álgebras quasitriangular quasi-Hopf. Las torciones (ver (1.10)-(1.12))
conmutan con la acción de GT(k). Supongamos ahora queA es Ug con la comultipli-
cación usual,R = e~t/2 y Φ = expP (ht12, ht23), donde g es una álgebra de Lie por
deformación sobre k[[h]], t ∈ g ⊗ g es simétrico y g-invariante, y P es una series for-
mal de Lie sobre k. Entonces el R̄ y Φ definidos por las fórmulas (4.12) son de la forma
R̄ = eλht/2 y Φ̄ = expP (ht12, ht23), donde P es una serie formal de Lie sobre k.

Podemos interpretar los elementos de GT(k) como endomorfismos de una cierta
completación Bn(k) del grupo Bn. Supongamos λ, f satisfacen (4.3), (4.4), y (4.10),
con λ ∈ 1 + 2Z y f(X,Y ) perteneciendo al grupo libre en los generadoresX,Y (olvi-
demos que solo hay dos pares (λ, f) ). Sea V un objeto en una categoría cuasitensorial
C, V ⊗2 = V ⊗V, V ⊗3 = V ⊗2⊗V, etc. EnV ⊗n tenemos la acción deBn. Cambiando
los isomorfismos de conmutación y asociatividad enC por medio de (λ, f) da a lugar a
unanueva accióndeBn enV ⊗n. Se obtiene de la nueva pormedio de composición con el
endomorfismo deBn dado por σ1 → σλ1 , σi → f(yi, σ

2
i )
−1σλi f(yi, σ

2
i ) para i > 1,

donde yi = σi−1 · · ·σ1 · σ1 · · ·σi−1 (en la notación de (4.6), yi = x1ix2i · · ·xi−1,i

). Ahora seaKn(k) la completación k-pro-unipotente deKn, yBn(k) el cociente de el
producto semidirecto deBn yKn(k) (los automorfismos Adg : Kn → Kn, g ∈ Bn,
se extienden aKn(k)) módulo el subgrupo de elementos de la forma x · x−1, x ∈ Kn,
donde x se entiende como un elemento de Bn, y x−1 es un elemento de Kn(k). Las
fórmulas

σ1 → σ
(λ)
1 , σi → f(yi, σ

2
i )
−1σ

(λ)
i f(yi, σ

2
i ), 1 < i ≤ n, (4.13)

donde σ(λ)
i = σi · (σ2

i )
(λ−1)/2, yi = σi−1 · · ·σ1 · σ1 · · ·σi−1, define una acción por

la derecha de GT(k) enBn(k), que es fiel para n ≥ 3. El endomorfismo (4.13) es com-
patible con los encajesBn(k)→ Bn+1(k) que mandan σi en σi, y ellos inducen el au-
tormofismo identidad en los gruposSn = Bn(k)/Kn(k). El autor no sabe si cualquier
conjunto de autormofismos γn ∈ AutBn(k) que tiene esas propiedades proviene de
un elemento de GT(k) (quizás los métodos de [15] puedan ilustrar esto). En todo caso,
el endomorfismo deB3(k) quemanda σ1 en σ

(λ)
1 eh induce el automorfismo identidad

en S3 tiene la forma (4.13) o, equivalentemente, la forma

σ1 → σ
(λ)
1 , σ1σ2σ1 → σ1σ2σ1 · [(σ1σ2)3](λ−1)/2f(σ2

1, σ
2
2), (4.14)

donde f satisface (4.3) y (4.4). Conversamente, (4.3) y (4.4) implican que (4.14) de-
fine un endomorfismo deB3(k).

A continuación describimos, siguiendo [2], como construir un homomorfismo ca-
nónico Gal(Q/Q)→ GT(Ql), dondeQ es la cerradura algebraica deQ enC (aún que
no usaremos esta construcción en lo que sigue). Denotemos por ĜT (respectivamente
ĜTl) el semigrupo de todos los pares (λ, f) que satisfacen (4.3), (4.4), y (4.10), donde f
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pertenece a la completación pro-finita (respectivamente completación pro-l) de el gru-
po libre, y λ ∈ 1 + 2Ẑ (respectivamente λ ∈ 1 + 2Ẑl). Aquí Ẑ = ĺımnZ/nZ. Los
grupos de elementos invertibles en ĜT y en ĜTl son denotados ĜT y GTl. Existen ho-
momorfismos naturales ĜT → GTl y GTl ↪→ GT(Ql). Lo que falta es construir un
homomorfismo Gal(Q/Q) → ĜT. Recordemos primero la construcción de Belyĭ[21],
de un homomorfismoGal(Q/Q)→ AutΓ̂, dondeΓ es el cociente deB3 por su centro,
y Γ̂ es la completación pro-finita deΓ. Existe un isomorfismo canónicoΓ→ π1(M,x),
dondeM es el almiar que es el cociente de CP1 − {0, 1,∞} por el grupo S3 de trans-
formaciones proyectivas que permutan 0, 1,∞, yx es la imagen de un punto enCP1 en
el eje real cerca del 0. Así Γ̂ = Gal(F/E) dondeE es el subcampo de S3-invariantes en
Q(z) (S3 actúa en z de lamanera indicada arriba), yF es la extensión algebraicamaximal
deQ(z) enL = ∪nQ((z1/n))queno es ramificada fuera de 0,1,∞. El grupoGal(Q/Q)

actúa enL, dejandoE yF invariantes. AsíGal(Q/Q) actúa enGal(F/E) = Γ̂.El sub-
grupoH ⊂ Γ̂ que es topológicamente generado por la imagen de σ1 ∈ B3 es invariante
con respecto a Gal(Q/Q), y la acción de Gal(Q/Q) en el grupo cociente S3 de Γ̂ es la
identidad. El semigrupo de endomorfismos ϕ : Γ̂ → Γ̂ tales que ϕ(H) ⊂ H y la ac-
ción de ϕ en S3 es la identidad es anti-homomórfico al semigrupo de parejas (λ, f) que
satisfacen (4.3) y (4.4), donde λ ∈ 1 + 2Ẑ y f pertenece a la completación pro-finita
del grupo libre: la pareja (λ, f) corresponde (ver (4.14)) al endomorfismo ϕ : Γ̂ → Γ̂
tal que ϕ(σ1) = σλ1 , ϕ(σ1σ2σ1) = σ1σ2σ1f(σ2

1, σ2
2), donde σi es la imagen de σ1

en Γ̂. Para obtener un isomorfismo entre los grupos de elementos invertibles de los dos
semigrupos, combinamos el antihomomorfismo con el homomorfismo y → y−1.

Quedapordemostrar que lospares (λ, f) correspondientes a los elementosdeGal(Q/Q)
satisfacen (4.10). Esto se puede interferir de § 2 de Grothendieck [2]. Es propuesto en
[2] considerar, para cada g y ν, el ’Grupoide de Teichmüller’ Tg,ν , es decir, el grupoide
fundamental del almiarmodularMg,ν de superficies compactas deRiemannX de géne-
ro g con ν puntos distinguidos x1, · · · , xν . El grupoide fundamental difiere del grupo
fundamental en que uno elige no uno, sino varios puntos distinguidos. En el caso pre-
sente es conveniente elegir los puntos distinguidos en “el infinito” (ver § 15 de [11]) de
acuerdo a los métodos de “degeneración máxima” del conjunto (X,x1, · · · , xν). Da-
do que la degeneración del conjunto (X,x1, · · · , xν) resulta en el decrecimiento de g y
ν, los grupoides Tg,ν para distintas g y ν están conectados por ciertos homomorfismos.
La colección de todos los Tg,ν y todos los homomorfismos es llamada en [2] la torre de
Teichmüller. Se observa en [2] que existe un homomorfismo natural Gal(Q/Q) → G,
dondeG es el grupo de automorfismos del análogo pro-finito de la torre de Teichmüller
(en la que Tgmν se reemplaza por la completación pro-finita T̂g,ν). También se men-
ciona en [2], como una conjetura posible, que T̂0,4 y t̂1,1 en un sentido determinado
generan la torre {T̂g,ν} por completo y que todas las relaciones entre generadores de la
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torre provienen de T̂0,4, T̂1,1, T̂0,5, y T̂1,2. Esta conjetura fue probada, aparentemente,
en el apéndice B de el artículo de física [22]. En todo caso, es fácil ver que T̂0,4 gene-
ra la subtorre {T̂0,ν}, y que todas las relaciones en {T̂0,ν} provienen de T̂0,4 y T̂0,5. Se
puede mostrar que ĜT es el grupo de automorfismos de la torre {T̂0,ν}. Efectivamente,
un automorfismo de la torre esta determinado demanera única por su acción en {T̂0,4},
es decir, en Γ̂. Esta acción se describe por una pareja (λ, f) que satisface (4.3) y (4.4), y
(4.10) es necesaria y suficiente para extender el automorfismo de T̂0,4 a uno en T̂0,5. La
conjetura de Grothedieck implica que el grupo de automorfismos de la torre {T̂g,ν} que
son compatibles con el homomorfismo natural T̂0,4 → T̂1,1 (a un cuádruple de puntos
en P1 se les asigna la doble cubierta de P ramificada en esos puntos) coincide también
con ĜT : si un automorfismo de T̂0,4 se extiende a uno de T̂0,5, entonces también se
extiende a uno de T̂1,2, pues, de acuerdo con [2],M1,2 es casi igual aM0,5.

El homomorfismo Gal(Q/Q) → ĜT es, por el teorema de Belyĭ [21], inyectivo. El
estudio del kernel y la imagen del homomorfismo Gal(Q/Q) → GTl has sido el tema
de varios artículos (ver [11–14] y la literatura citada ahí).

5. Prueba del TeoremaA′′

Sea k un campo de característica 0, frk(A,B) el álgebra formal de series de Lie sobre
k en las variables A y B (fr proviene de “free”, libre), Frk(A,B) = exp frk(A,B) y
M1(k) es el conjunto de ϕ ∈ Frk(A,B) que satisfacen (2.13), (2.14), donde

Xij = Xji, [Xij , Xrl] = 0 para i 6= j 6= r 6= l,

[Xij +Xir, Xjr] = 0 para i 6= j 6= r. (5.1)

Sea akn la completación (con respecto a la graduación natural) de el álgebra de Lie
sobre k con generadoresXij , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, i 6= j, y relaciones (5.1). Para
n ≥ 3 las álgebrasakn no son libres, pero se reducen a libres:akn es el producto semidirecto
de akn−1 y el álgebra topológicamente libre generada por losXin, 1 ≤ i ≤ n − 1 (este
último es un ideal en akn). Para n = 3 hay una realización más conveniente: ak3 es la
suma directa de su centro, generado por el elemento X12 + X13 + X23, y el álgebra
topológicamente libre generada porX12 yX23. Por lo cual (2.14a) es equivalente a dos
igualdades, una de las cuales se obtiene al substituir X12 = A,X23 = B,X13 =
−A− B y la otra al substituirX12 = X23 = 0. La segunda igualdad es tautológica, y
la primera es de la forma

eA/2ϕ(C,A)eC/2ϕ(C,B)−1eB/2ϕ(A,B) =1, A+B + C = 0. (5.2a)
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Similarmente, (2.14b) es equivalente a la igualdad

ϕ(B,A)−1eA/2ϕ(C,A)eC/2ϕ(C,B)−1eB/2 =1, A+B + C = 0. (5.2b)

obtenida al substituirX12 = C,X23 = B,X13 = A. (5.2a) y (5.2b) implican (2.12).
Por otra parte, si (2.12) es cierta, entonces (5.2a) y (5.2b) equivalen a la igualdad

eA/2ϕ(C,A)eC/2ϕ(B,C)eB/2ϕ(A,B) =1, A+B + C = 0. (5.3)

Así,M1(k) es el conjunto de los ϕ ∈ Frk(A,B) que satisfacen (2.12), (5.3), y (2.13).
SeaMµ(k) el conjunto de ϕ ∈ Frk(A,B) que satisface (2.12), (2.13), y la igualdad ob-
tenida de (5.3) al reemplazar eA/2, eB/2, eC/2, por eµA/2, eµB/2, eµC/2. SeaM(k) =
{(µ, ϕ)|µ ∈ k, ϕ ∈Mµ(k)} yM(k) = {(µ, ϕ) ∈M(k)|µ 6= 0}. EnM(k) hay una
acción de GT(k) : un elemento (λ, f) ∈ GT(k) manda (µ, ϕ) ∈ M(k) en (λµ, ϕ),
donde ϕ(A,B) = f(ϕ(A,B)eAϕ(A,B)−1, eB)× ϕ(A,B) (cf. (4.12)).

Proposición 5.1. La acción de GT(k) enM(k) es libre y transitiva.

Demostración. Si (µ, ϕ) ∈M(k) y (µ, ϕ) ∈M(k), entonces existe exactamente un f
tal queϕ(A,B) = f(ϕ(A,B)eAϕ(A,B)−1, eB)·ϕ(A,B). Debemos demostrar que
(λ, f) ∈ GT(k), donde λ = µ/µ. Probemos (4.10). Sea Gn el producto semidirecto
de Sn y exp akn. Considere el homomorfismoBn → Gn que manda σi en
ϕ(X1i+ · · ·+Xi−1,i, Xi,i+1)−1σi,i+1eµX

i,i+1/2×ϕ(X1i+ · · ·+Xi−1,i, Xi,i+1),
donde σij ∈ Sn transpone i y j. El induce un homomorfismoKn → exp akn, y por lo
tanto un homomorfismo αn : Kn(k) → exp akn, dondeKn(k) es la completación k-
pro unipotente deKn. Es fácil ver que el lado izquierdo y derecho de (4.10) tienen lamis-
ma imagen en exp ak4 . Basta probar queαn es un isomorfismo. El álgebra de LieKn(k)
es topológicamente generada por los elementos ξij , 1 ≤ i < j ≤ n, con relaciones
obtenidas por (4.7)-(4.9) substituyendo xij = exp ξij . La parte principal de esas rela-
ciones es lasmismas que (5.1),mientras que (αn)∗(ξij) = µXij+{ términosmenores},
donde (αn)∗ : LieKn(k) → akn es inducido por el homomorfismo αn. Concluimos
que αn es un isomorfismo, es decir, probamos (4.10). (4.3) es obvio. Para probar (4.4),
podemos interpretar lo en términos deK3 y argumentar como en la prueba de (4.10), o,
lo que es lo mismo, hacer la substitución

X1 = eA, X2 = e−A/2ϕ(B,A)eBϕ(B,A)−1eA/2, X3 = ϕ(C,A)eCϕ(C,A)−1,
(5.4)

dondeA+B + C = 0.
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IdentificandoM1(k) con el cociente deM(k) por la acción natural de k∗ (c ∈ k∗
manda (µ, ϕ) en (cµ, ϕ̃), donde ϕ̃(A,B) = ϕ(cA, cB)), obtenemos una acción de
GT(k) en M1(k). La proposición 5.1 dice que el subgrupo GT1(k) = {(λ, f) ∈
GT(k)|λ = 1} actúa libre y transitivamente; y siM1(k) 6= ∅, entonces la sucesión
1 → GT1(k) → GT(k)

ν→ k∗ → 1, donde ν(λ, f) = λ, es exacta y a cada
ϕ ∈M1(k) le corresponde un homomorfismo θϕ : k∗ → GT(k) tal que ν ◦ θϕ = id,
mientras que θϕ(k∗) es el estabilizador de ϕ en GT(k).

Denotamos las álgebras de Lie de los grupos pro-algebraicos GT(k) y GT1(k) por
gt(k) y gt1(k). Substituimos f(X,Y ) = exp εψ(lnX, lnY ) y λ = 1 + εs en
(4.3), (4.4), y (4.10), y linearizados con respecto a ε, veremos que gt(k) consiste de pares
(s, ψ), s ∈ k, ψ ∈ frk(α, β), tales que

ψ(α, β) = −ψ(β, α), (5.5)

ψ(α, β) + ψ(β, γ) + ψ(γ, α) +
s

2
(α+ β + γ) = 0, con eαεβeγ = 1, (5.6)

ψ(ξ12, ξ23 ∗ ξ24) + ψ(ξ13 ∗ ξ23, ξ34) = ψ(ξ23, ξ34)+

+ψ(ξ12 ∗ ξ13, ξ24 ∗ ξ34) + ψ(ξ12, ξ23). (5.7)

Aquí u ∗ v = ln(euev), y los ξij satisfacen las relaciones obtenidas de (4.7)-(4.9) al
substituir xij = exp ξij . El conmutador en gt(k) tiene la forma [(s1, ψ1), (s2, ψ2)] =
(0, ψ), dondeψ = [ψ1, ψ2]+s2D(ψ1)−s1D(ψ2)+Dψ2(ψ1)−Dψ1(ψ2), dondeD
yDψ son derivaciones de frk(α, β) tales queD(α) = α,D(β) = β,Dψ(α) = [ψ, α],
yDψ(β) = 0.

SiM1(k) 6= ∅, entonces la sucesión

0→ gt1(k)→ gt(k)
ν∗→ k → 0, ν∗(s, ψ) = s, (5.8)

es exacta, y a cada ϕ ∈M1(k) le corresponde un escisión, definida por el álgebra de Lie
del estabilizador de ϕ en GT(k).

Proposición 5.2. El mapeo M1(k) → { escisiones de la sucesión (5.8)} es biyectivo. En
particular, la exactitud de (5.8) implica queM1(k) 6= ∅.

Demostración. El mapeo manda ϕ ∈ M1(k) en la escisión definida por el elemento
(1, ψ) ∈ gt(k), donde ψ se obtiene de la condición

ϕ(A,B)−1 · d
dt
ϕ(tA, tB)|t=1 = ψ(A,ϕ(A,B)−1Bϕ(A,B)). (5.9)

Dado ψ, existe exactamente un ϕ ∈ Frk(A,B) que satisface (5.9). En vista de (5.5),
(5.9) sigue siendo valido si ϕ(A,B) es reemplazado por ϕ(B,A)−1. Concluimos que
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ϕ(A,B) = ϕ(B,A)−1.Probaremos (5.3).Denote el lado izquierdode (5.3) porQ(A,B).
Entonces

Q(A,B)−1 d

dt
Q(tA, tB)|t=1 = ψ(A,B) + ψ(B,C) + ψ(C,A) +

A+B + C

2
,

(5.10)
dondeA = Q(A,B)−1AQ(A,B), B = ϕ(A,B)−1Bϕ(A,B),
C = ϕ(A,B)−1e−B/2ϕ(B,C)−1Cϕ(B,C)eB/2ϕ(A,B).

SupongamosquehemosprobadoqueQ(A,B) ≡ 1 mód grado n (es decir,Q(A,B) =
1+ términosde gradomayoro igual quen). SiQ(A,B) ≡ 1+q(A,B) mód grado (n+
1), donde q es homogéneo de gradon, entonces el lado izquierdo de (5.10) es congruente
con nq(A,B) mód grado (n + 1). Como eBeC = e−A/2Q(A,C)e−A/2Q(A,B),
encontramos, que siα, β, yγ son las clases residuales deA,B−q(A,B), yC−q(A,C)
mód grado (n+ 1), entonces eαeβeγ = 1.Así se satisface (5.6) con s = 1. Por lo tanto
el lado derecho de (5.10) es congruente con q(A,B)+q(A,C) mód grado (n+1). De
la definición deQ se sigue que q(A,C) = q(B,A). Así, q(B,A) = (n− 1)q(A,B).
Entonces, q = 0 (para n = 2, esto se sigue de que q(A,B) es un polinomio de Lie y
por lo tanto proporcional a [A,B]).

Queda por demostrar (2.13). Denotemos el lado izquierdo de (2.13) por f , y el lado
derecho por g. Supongamos que hemos probado que f ≡ g mód grado (n). Para
probar que f ≡ g mód grado (n+ 1), basta probar que

f(X12, X13, · · · )−1 d

dt
f(tX12, tX13, · · · )|t=1

≡ g(X12, X13, · · · )−1 d

dt
g(tX12, tX13, · · · )|t=1 mód grado (n+ 1),

es decir, que

ψ(α, β) + ψ(γ, δ) ≡ ψ(λ, δ) + ψ(µ, ν) + ψ(α, λ) mód grado (n+ 1), (5.11)

donde

α = X12, β = f−1(X23 +X24)f, γ = X13 +X23,

δ = ϕ(X13 +X23, X34)−1X34ϕ(X13 +X23, X34),

λ = ϕ(X12, X23)−1X23ϕ(X12, X23),

µ = ϕ(X12, X23)−1(X12 +X13)ϕ(X12, X23),

ν = ϕ(X12, X23)−1ϕ(X12 +X13, X24 +X34)−1×

26



×(X24 +X34)ϕ(X12 +X13, X24 +X34)ϕ(X12, X23).

Usando (2.12), (5.3), y la congruencia f ≡ g mód grado (n), construimos (ver la
prueba de la proposición 5.1) un homomorfismo h : K4(k) 7→ exp(ak4/I), donde I =
{a ∈ ak4|a ≡ 0 mód grado (n + 1)}. Entonces en (5.7) poniendo ξij = lnh(xij),
donde las xij son definidas por (4.6), obtenemos (5.11).

Proposición 5.3. M1(k) 6= ∅.

Demostración. Debido a queM1(C) 6= ∅ (ver § 2), la sucesión (5.8) es exacta para k =
C. EntoncesM1(Q) 6= ∅ (ver Proposición 5.2 ) y, mas aunM1(k) 6= ∅. Otra versión
de la prueba: dado que la composición del homomorfismo Gal(Q/Q) 7→ GT(Ql) (ver
4) y el homomorfismo ν : GT(Ql) 7→ Q∗L es el homomorfismo f : Gal(Q/Q) 7→ Z∗l
definido por la relación σ−1(ζ) = ζf(σ), donde ζ ln = 1, σ ∈ Gal(Q/Q), se sigue que
la imagen de ν es infinita, la sucesión (5.8) es exacta para k = Ql, etc.

Se sigue que TeoremaA′′ (ver § 1) esta demostrado.

Proposición 5.4. El conjuntoM+
1 (k) = {ϕ ∈M1(k)|ϕ(−A,−B) = ϕ(A,B)} es no

vació. En este conjunto actúa el grupo GT+(k) = {(λ, f) ∈ GT(k)|f(X−1, Y −1) =
f(X,Y )}, y la acción enM+

1 (k) por el subgrupo GT+(k)∩GT1(k) es libre y transitiva.

Demostración. M+
1 (k) es el conjunto de elementos invariantes bajoσ deM1(k), donde

σ ∈ GT(k) es la involución correspondiente a λ = −1, f = 1. Dado que (5.8) tiene
una escisión invariante bajo σ, tenemos queM+

1 (k) 6= ∅. El resto es obvio.

Nota. ϕKZ(−A,−B) 6= ϕKZ(A,B) (ver (2.15), (2.17), o (2.18)).

La prueba previa de la Proposición 5.4 no es constructiva.Nuestro objetivo siguiente
es probar la Proposición 5.8, en donde se mostrara que es posible construir elementos de
M1(k) por aproximaciones sucesivas. Para este objetivo introduciremos la siguientemo-
dificación GRT(k) del grupo GT(k). Denotamos por GRT1(k) el conjunto de todos
los g ∈ Frk(A,B) tales que

g(B,A) = g(A,B)−1, (5.12)

g(C,A)g(B,C)g(A,B) = 1 paraA+B + C = 0, (5.13)

A+ g(A,B)−1Bg(A,B) + g(A,C)−1Cg(A,C) = 0

paraA+B + C = 0 (5.14)

g(X12, X23 +X24)g(X13 +X23, X34)

= g(X23, X34)g(X12 +X13, X24 +X34)g(X12, X23), (5.15)
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donde losXij satisfacen (5.1). GRT1(k) es un grupo con la operación

(g1 ◦ g2)(A,B) = g1(g2(A,B)Ag2(A,B)−1, B) · g2(A,B). (5.16)

EnGRT1(k) esta definida la accióndek∗, dadapor g̃(A,B) = g(c−1A, c−1B), c ∈
k∗. Denotamos por GRT(k) al producto semidirecto de k∗ y GRT1(k). El álgebra de
Lie grt1(k) del grupo GRT1(k) consiste en series ψ ∈ frk(A,B) tales que

ψ(B,A) = −ψ(A,B), (5.17)

ψ(C,A) + ψ(B,C) + ψ(A,B) = 0 paraA+B + C = 0, (5.18)

[B,ψ(A,B)] + [C,ψ(A,C)] = 0 paraA+B + C = 0 (5.19)

ψ(X12, X23 +X24) + ψ(X13 +X23, X34)

= ψ(X23, X34) + ψ(X12 +X13, X24 +X34) + ψ(X12, X23), (5.20)

donde lasXij satisfacen (5.1). Un conmutador<,> en grt1(k) es de la forma

< ψ1, ψ2 >= [ψ1, ψ2] +Dψ2(ψ1)−Dψ1(ψ2), (5.21)

donde [ψ1, ψ2] es el conmutador en frk(A,B) yDψ es la derivación de frk(A,B) da-
ta porDψ(A) = [ψ,A], Dψ(B) = 0. El álgebra grt1(k) es graduada, y el álgebra de
Lie grt1(k) del grupo GRT(k) es la suma semi directa del álgebra de dimensión 1 k y
grt1(k), donde k actúa en grt1(k) de lamanera siguiente: 1 ∈ k transforma un elemen-
to homogéneo ψ ∈ grt1(k) de grado n en−nψ.

Notas. 1. grt1(k) tiene la filtración cuyo termino n-ésimo es {(0, ψ) ∈ grt1(k)|
ψ ≡ 0 mód grado n}. Podemos usar la filtración para construir una álgebra de
Lie graduada completa ĝrgt1(k). Se mostrara (ver proposición 5.6) que ĝrgt1(k) =
grt1(k). Esta es la razón por la que usamos las notaciones grt,GRT. No es di-
fícil de probar la inclusión ĝrgt1(k) ⊂ grt1(k): (5.19) se sigue de la relación
ψ(α, β) − e−βψ(α, β)eβ + eγψ(α, γ)e−γ − ψ(α, γ) = 0, donde (0, ψ) ∈
gt1(k), eαeβeγ = 1. A su vez, esto se sigue del resultado análogo valido en
GT1(k): si (1, f) ∈ GT1(k), entonces

X1 · f(X1, X2)−1X2f(X1, X2) · f(X1, X3)−1X3f(X1, X3)

= X1f(X2, X1)X2f(X3, X2)X3f(X1, X3)

= f(X̃2, X1)f(X3, X̃2)f(X1, X3) = 1

para X1X2X3 = 1, donde X̃2 = X1X2X
−1
1 = X−1

3 X2X3. Sin embargo no
es necesario verificar (5.19) (ver Proposición 5.7).
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2. La conección entre GT1(k) y GRT1(k) también se puede explicar de la siguiente
manera: si {gε} es una familia de elementos de Frk(A,B) tal que (1, fε) ∈
GT1(k) para ε 6= 0, donde fε(X,Y ) = gε(ε

−1 lnX, ε−1 lnY ), entonces g0 ∈
GRT1(k).

3. GRT1(k), y GT(k) tienen una interpretación categórica. Sea C una categoría
tensorial, y supongamos que hemos fijado automorfismos τV,W ∈ Aut(V ⊗W ),
que son functoriales en V,W ∈ C, con cV,W τV,W = τW,V cV,W y

ln τU⊗V,W = idU ⊗ ln τV,W + (c−1
U,V ⊗ id)(idV ⊗ ln τU,W )(cU,V ⊗ id),

donde c es el isomorfismo de conmutatividad (por supuesto, uno primero debe fijar
las condiciones necesarias en C y τ para que la igualdad tenga sentido; ejemplo
típico: C es la categoría de Ug módulos completos h-ádicamente, y τV,W es el
operador en V ⊗W correspondiente a e~t ∈ Ug⊗Ug, donde g y t son los objetos
definidos en § 1). Asumiendo que todas las expresiones de la forma g(ln τU,V ⊗
idW , idU ⊗ ln τV,W ), donde g(A,B) ∈ FRk(A,B). Entonces si g ∈ GRT1(k)
y consideramos g(ln τU,V ⊗ idW , idU ⊗ ln τV,W ) como nuevo isomorfismo de
asociatividad (U ⊗ V ) ⊗W → U ⊗ (V ⊗W ) sin cambiar c ni τ , entonces
obtenemos una estructura del mismo tipo que la estructura original.

La formula ϕ̃(A,B) = ϕ(g(A,B)Ag(A,B)−1, B) · g(A,B), donde ϕ ∈
Mµ(k) y g ∈ GRT1(k), define una acción derecha de GRT1(k) enMµ(k). Esto
induce una acción de GRT1(k) enM(k) = {(µ, ϕ)|ϕ ∈Mµ(k)}. Las formulas
ϕ̃(A,B) = ϕ(c−1A, c−1B) y µ̃ = c−1µ, donde c ∈ k∗, definen una acción
de k∗ en M(k). Como resultado, obtenemos una acción derecha de GRT(k) en
M(k). Esta acción conmuta con la acción izquierda de GT(k).

Proposición 5.5. La acción de GRT(k) enM(k) es libre y transitiva. La acción de GRT1

enM1(k) también tiene esas dos propiedades.

Demostración. Es suficiente con probar el segundo enunciado. Siϕ,ϕ ∈M1(k) enton-
ces existe exactamenteung ∈ Frk(A,B) tal queϕ(A,B) = ϕ(g(A,B)Ag(A,B)−1, B)
× g(A,B); explícitamente,

g(A,B) = χ(ϕ(A,B)Aϕ(A,B)−1, B) · ϕ(A,B), (5.22)

donde χ ∈ Frk(A,B) es inversa a φ con respecto a la operación (5.16), i.e.,
χ(φ(A,B)Aφ(A,B)−1, B) · φ(A,B) = 1. Siguiendo los pasos de la prueba de la
Proposición 5.1, encontramos que (0, f) ∈ GT(k), donde f(X,Y ) = χ(lnX, lnY ).
La ecuación (5.22) dice que g es el resultado de la acción de (0, f) en ϕ, y por lo tanto
g ∈M0(k), i.e., g satisface (5.12),(5.13) y (5.15). Ahora usaremos la igualdad
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lnX1 +X
1/2
1 f(X1, X2)−1 lnX2 · f(X1, X2)X

−1/2
1

+f(X1, X3)−1 lnX3 · f(X1, X3) = 0, (5.23)

dondeX1X2X3 = 1, demostrado por la substitución (5.4). Finalmente, haciendo una
substitución como (5.4) en (5.23) con ϕ reemplazada por ϕ̄, y usando (5.22), obtenemos
(5.14).

De la Proposición 5.1 y Proposición 5.5 se deduce:

Proposición 5.6. Cada ϕ ∈M(k) determina un isomorfismo sϕ : GRT(k)
∼→ GT(k),

que se caracteriza por el hecho de que γ ∈ GRT(k) actúa on ϕ por la derecha de la
misma manera que sϕ(γ) actúa por la izquierda. El diagrama

GRT(k) GT(k)

k∗

sϕ

es conmutativo, de tal manera que sϕ(GRT1(k)) = GT1(k). La escisión de la secuencia
(5.8) que corresponde a ϕ ∈ M1(k) esta definida por el homomorfismo sϕ ◦ i : k∗ 7→
GT(k), donde i es el encaje canónico k∗ → GRT(k). Finalmente, ĝrgt1(k) = grt1(k),
y si ϕ ∈M1(k), entonces sϕ induce la función identidad grt1(k)→ ĝrgt1(k).

Proposición 5.7. (5.17), (5.18) y (5.20) implican (5.19).

Demostración. Denote el lado izquierdo de (5.19) por s(B,C). Entonces s(B,C) =
s(C,B). Mas aun,

s(Y1, Y2) = s(Y1, Y2 + Y3) + s(Y1 + Y2, Y3)− s(Y2, Y3) = 0, (5.24)

donde los Yi son generadores del álgebra libre de Lie. En efecto, denote el lado izquierdo
de (5.24) poru(Y1, Y2, Y3). Entonces se sigue de (5.17) y (5.18) queu(X14, X24, X34) =
[X14+X24+X34, µ1234]−[X14+X24, µ1243]+[X14, µ1423], dondeµ1234 = { el la-
do izquierdo de (5.20)}−{ el lado derecho de (5.20)}. Entonces, (5.17), (5.18), y (5.20) im-
plican (5.24). Falta probar que si un polinomio simétrico de Lie s(B,C) satisface (5.24),
entonces s = 0. Es bien sabido que si s(x, y) es un polinomio ordinario (conmutativo)
en dos conjuntos de variables x = (x(1), · · · , x(n)) y y = (y(1), · · · , y(n)) tales que
s(y, x) = s(x, y) y se satisface (5.24), entonces s es de la forma f(x+y)−f(x)−f(y).
Esto se puede observar (ver la prueba de [1, Proposición 2.2]) al representar el espacio de
polinomios homogéneos s(X,Y ) de grado n en la forma Vm ⊗Sm Wm, donde Vm
es el espacio de polinomios en x1 = (x

(1)
1 , · · · , x(n)

1 ), · · · , xm = (x
(1)
m , · · · , x(n)

m ),
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lineal en cada xi, y Wm es un Sm modulo apropiado. El mismo argumento aplica al
caso de Lie (por Vm debemos considerar el espacio de todos los polinomios de Lie en
m variables, lineal en cada variable); pero ahora f(x) es un polinomio de Lie en x, i.e.,
f(x) = cx, c ∈ k. Entonces s = 0.

Pongamos fr(r)k (A,B) = frk(A,B)/Ir, donde Ir = {u ∈ frk(A,B)|u ≡ 0

mód grado r}. Sea Fr(r)k (A,B) = exp fr(r)k (A,B), y seaM (r)
1 (k) el conjunto de todos

los ϕ ∈ Fr(r)k (A,B) que satisfacen (2.12), (5.3), y (2.13) mód grado r.

Proposición 5.8. La funciónM (r+1)
1 (k)→M

(r)
1 (k) es suprayectiva.

Demostración. Similarmente a GRT1(k) consideramos al grupoGRT(r)
1 (k), consisten-

te de todos los elementos g ∈ Fr(r)k (A,B) que satisfacen (5.12)-(5.15) mód grado n.
Similarmente a la Proposición 5.5 podemos probar queGRT(r)

1 (k) actúa enM (r)
1 (k) de

manera libre y transitiva. Bastaprobarque el homomorfismoGRT(r+1)
1 (k)→ GRT(r)

1 (k)
es suprayectivo. Como ambos grupos son unipotentes y por lo tanto conexos, basta con
probar suprayectividad del homomorfismo grt(r+1)

1 (k) → grt
(r)
1 (k). Y de hecho, de

la Proposición 5.7 se sigue que grt(r)1 (k) es la suma de los componentes homogéneos de
grt1(k) de grado menor que r.

Nota. 1. Cualquier ϕ ∈ M
(r)
1 (k) tal que ϕ(−A,−B) = ϕ(A,B) se puede ex-

tender a ϕ ∈ M
(r+1)
1 (k) tal que ϕ(−A,−B) = ϕ(A,B): basta con poner

ϕ(A,B) = (ϕ̃(A,B) + ϕ̃(−A,−B))/2, donde ϕ̃ es cualquier imagen inversa
de ϕ enM (r+1)

1 (k).

2. La prueba de la Proposición 5.8 usa la Proposición 5.3. Sin usar la Proposición 5.3,
uno puede mostrar, por métodos estándares en la teoría de la deformación, que
la obstrucción a la existencia, para alguna ϕ ∈ M (r)

1 (k), de una imagen inversa
enM (r+1)

1 (k) pertenece a la componente r-esima del cuarto grupo de cohomología
del siguiente complejo L∗. Primero considere un complejo L∗, donde Ln es la suma
directa algebraica de los componentes homogéneos de akn, y la diferencial en L∗ es
tal que para cada álgebra de Lie/k g y cada invariantes simétrico t ∈ g ⊗ g el
homomorfismo akn → (Ug)⊗n que manda Xij en tij define un morfismo de
L∗ al complejo C∗(g) (ver (3.7)). C∗(g) contiene el subcomplejo de Harrison-
Barr C∗(g) (⊕Cn(g) es el super álgebra de Lie generada por el espacio vectorial
Ug, cuyos elementos se consideran impares, donde ⊕nCn(g) es un álgebra libre
asociativa). En [23] una proyección en ∈ Q[Sn] es construida tal que Cn(g) =
en ·Cn(g); a saber, en = (n!)−1

∑
σ ε(σ)cσ ·σ, donde σ ∈ Sn, ε(σ) es el signo

de σ, y cσ = (−1)aa!(n − 1 − a)!, a = Card{k|σ−1(k) > σ−1(k + 1)}.
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El complejo L∗ esta definido por la formula Ln = en · Ln. El autor no sabe si
su cuarto grupo de cohomología H4 es igual a 0. Es fácil ver que Hn = Ln = 0
para n < 2, dimH2 = dimL2 = 1, y H3 es la suma directa algebraica de los
componentes homogéneos de grt1(k).

Proposición 5.9. (5.12), (5.13), y (5.15) implican (5.14). En otras palabras, GRT1(k) =
M0(k).

Demostración. Basta con mostrar que si ϕ ∈ M0(k), ϕ ≡ 1 mód grado n, entonces
el resultado de la acción en ϕ por algún g ∈ GRT1(k), donde g ≡ 1 mód grado n, es
congruente con 1 mód grado (n+1). En efecto, seaψ la componente de gradon de la
serie lnϕ ∈ frk(A,B). Entoncesψ satisface (5.17), (5.18), y (5.20), y por lo tanto también
(5.19), i.e., φ ∈ grt1(k). Por lo tanto podemos poner g = Exp(−ψ), donde Exp es la
función exponencial grt1(k)→ GRT1(k) correspondiente a la operación (5.16).

Notas. 1. Con la ayuda de la Proposición 5.9 o su método de prueba, es sencillo obtener
una prueba de la Proposición 5.5 mas simple que la expuesta arriba, pero usando
Proposición 5.7.

2. Aquí hay un bosquejo de otra prueba de la Proposición 5.2. Denote por Spl(k) el
conjunto de homomorfismos k → gt(k) que escinden (5.8). Ponga GT0(k) =
{(λ, f) ∈ GT(k)|λ = 0} y GT′0(k) = {(0, f) ∈ GT0(k)|f satisface (5.23)}.
En el proceso de probar la Proposición 5.5 construimos una función M1(k) →
GT′0(k). Es fácil ver que es biyectiva. Por otra parte, un elemento de Spl(k), o, lo
que es lo mismo, un elemento de gt(k) de la forma (1, ψ), determina a un subgrupo
uni-paramétrico γ : k∗ → GT(k). A priori, γ es una función formal (i.e., γ(λ)
se expresa en términos de series formales en λ − 1), pero de hecho λ es regular y,
mas aun, se extiende una función regular (i.e., polinomio) γ : k∗ → GT(k). Esto
se sigue de γ(λ) = (λ, fλ), donde

λ
d

dλ
fλ(X,Y ) = ψ(λfλ(X,Y ) · lnX · fλ�(X,Y )−1, λ lnY ) · fλ�(X,Y ).

Fijemos f = f0. Entonces (0, f) ∈ GT′0(k). En efecto, pues (λ, fλ) ∈ GT(k)
y (−1, 1) ∈ GT(k), tenemos (−λ, fλ) = (−1, 1) · (λ, fλ) ∈ GT(k), y pa-
ra probar (5.23) es suficiente con substraer de la igualdad (4.4) para (λ, fλ) la
igualdad (4.4) para (−λ, fλ), dividir por λ y dejar λ tender a 0. La composición
Spl(k)→ GT′0(k)→M1(k) es inversa a la funciónM1(k)→ Spl(k) usado en
la Proposición 5.2.

3. En realidad, GT0(k) = GT′0(k). En efecto, elije ϕ ∈M1(k), y sea g el resultado
de la acción de (0, f) ∈ GT0(k) en ϕ. Entonces g ∈ M0(k). Por lo tanto g ∈
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GRT1(k) (ver la Proposición 5.9). Si ϕ̃ es el resultado de la acción derecha de g−1

en ϕ, entonces el resultado de la acción izquierda de (0, f) en ϕ̃ es 1, i.e., (0, f)
es la imagen de ϕ̃ bajo la función canónicaM1(k)→ GT′0(k).

4. Aquí hay otra prueba del Teorema B. Fije ϕ ∈ M1(k), y sea (0, f) el elemen-
to correspondiente en GT′0(k). Sea (A,∆, ε,Φ, R) una álgebra quasitriangular
quasi-Hopf EUC sobre k[[h]]. Bajo la acción del elemento (0, f) ∈ GT′0(k) en
(A,∆, ε,Φ, R) (ver (4.12)), obtenemos una álgebra triangular quasi-Hopf EUC
(A,∆, ε, Φ̄, R̄) (triangular es quasitriangular mas la igualdad R̄21 = R̄−1). De
las Proposiciones 3.6 y 3.7 de [1], una torsión elegida cuidadosamente hace R̄ = 1 y
Φ̄ = 1, y entonces (A,∆, ε) es el álgebra envolvente universal de algún álgebra por
deformación de Lie g sobre k[[h]]. En esta situación definimos t = 2h−1 · lnR
y mostramos que t es un elemento simétrico invariante bajo g de g ⊗ g, donde
Φ = ϕ(ht12, ht23). Como R = 1, tenemos R21 = R, i.e., t21 = t. De (1.5)
se sigue que t es invariante bajo g. Substituyendo X1 = (∆ ⊗ id)(R12R)−1,
X2 = (R12)−1(Φ213)−1R31R13(Φ213)R12, y X3 = Φ−1R32R23Φ en (5.23),
y usando el hecho que X−1

1 ·R21R12 conmuta con X1, X2, X3, deducimos que

(∆⊗ id)(ln(R21R)) = Φ
−1 · ln(R32R23) · Φ

+(R̃12)−1(Φ
213

)−1 · ln(R31R13) · Φ213
R

12
,

i.e. (∆⊗ id)(t) = t13 + t23. Entonces, t ∈ g⊗ g. Finalmente, tenemos
ϕ(χ(A,B)Aχ(A,B)−1, B) · χ(A,B) = 1, donde χ(A,B) = f(eA, eB)
(ver la prueba de la Proposición 5.5). Poniendo A = h · Φt1/2Φ−1 y B = ht23,
obtenemos ϕ(h · Φt12Φ

−1
, ht23) · ΦΦ−1 = 1, i.e., Φ = ϕ(ht12, ht23).

6. Sobre el álgebra grt1(k)

Recordemos que denotamos por frk(A,B) al conjunto de series formales de Lie
ψ(A,B) con coeficientes en k, y por grt1 el conjunto de todas las ψ ∈ frk(A,B) que
satisfacen (5.17)-(5.20). Por la Proposición 5.7, las identidades (5.17), (5.18), y (5.20) impli-
can (5.19). Mas aun, (5.17) y (5.19) implican (5.18): en efecto, de (5.17) y (5.19) uno puede
derivar sencillamente que el lado izquierdo de (5.18) conmuta conA yB. Ahora, grt1(k)
es un álgebra de Lie con conmutador (5.21). El conjunto de losψ ∈ frk(A,B) que satis-
face (5.17), (5.19), y por lo tanto (5.18) también forma un álgebra de Lie con conmutador
(5.21). Llamamos a esta álgebra Ih(k), en honor a Ihara. Ambas álgebras grt1(k) y Ih(k)
son graduadas: grt1(k) = ⊕̂ngrtn1 (k) y Ih(k) = ⊕̂nIhn(k), donde ⊕̂ es la completa-
ción de la suma directa. Como Ih1(k) es generado por el elemento centralA−B, el es-
tudio de Ih(k) se reduce al estudio del subálgebra Ih(k) = ⊕̂n>1Ihn(k). Notemos que
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grt1(k) ⊂ Ih(k) (basta con substituirX12 = A yX13 = X14 = X23 = X34 = 0
en (5.20)).

En [13] y [14], Ihara usa la siguiente realización de Ih(k). El denomina a una deriva-
ción continua ∂ : frk(A,B)→ frk(A,B) como especial si ∂(A) = [R1, A], ∂(B) =
[R2, B], y ∂(C) = [R3, C] para ciertos R1, R2, R3 ∈ frk(A,B) y donde C =
−A − B. Las derivaciones especiales forman un álgebra de Lie SDerfrk(A,B). Consi-
dera la acción de grupo S3 en frk(A,B) que permutaA,B,C . Esta acción induce una
acción de S3 en SDerfrk(A,B) y en el conjunto de derivaciones internas Intfrk(A,B).
Es posible mostrar que la subálgebra de invariantes bajo la acción de S3 en el álgebra
SDerfrk(A,B)/Intfrk(A,B) es isomorfa canónicamente a Ih(k): un elemento ψ ∈
Ih(k) corresponde a la clase de la derivación ∂ψ : frk(A,B) → frk(A,B) dada por
∂ψ(A) = 0 y∂ψ(B) = [ψ,B]. En efecto, podemos identificar SDerfrk(A,B)/Intfrk(A,B)
con el álgebra de derivaciones ∂ : frk(A,B)→ frk(A,B) tal que ∂(A) = 0, ∂(B) =
[ψ,B], y ∂(C) = [χ,C] para algunos ψ, χ ∈ frk(A,B) tales que [ψ(A,B), B] +
[χ(A,B), C] = 0, ψ ≡ 0 mód grado 2, χ ≡ 0 mód grado 2. La invariancia de
∂ con respecto a la permutación de B y C significa que χ(A,B) = ψ(A,C). La in-
variancia de ∂ modulo Intfrk(A,B) con respecto a la permutación de A y B significa
que ψ(B,A) = −ψ(A,B). Finalmente, ∂<ψ1,ψ2> = [∂ψ1 , ∂ψ2 ]: en efecto, en (5.21)
Dψ = adψ − ∂ψ , y por lo tanto< ψ1, ψ2 >= ∂ψ1(ψ2)− ∂ψ2(ψ1)− [ψ1, ψ2].

Nota. Si de la acción derecha (4.13) del grupo GT1(k) en la completación del grupo libre
con generadores σ2

1 y σ2
2 construimos de la manera usual una acción izquierda, y luego

pasamos del grupos a álgebras de Lie y de álgebras filtradas a graduadas, obtenemos la
acción de grt1(k) en frk(A,B) dada por la formula ψ → ∂ψ .

Ahora veremos una interpretación “hamiltoniana” de Ih(k). Para cualquier álgebra
de Lie a denotamos porF (a) el cociente de a⊗a por el subespacio generado por los ele-
mentos de la formax⊗y−y⊗x y [x, y]⊗z−x⊗ [y, z], dondex, y, z ∈ a. La imagen
dex⊗y enF (a) es denotada por (x, y). Las identidades (x, y) = (y, x) y ([x, y], z)−
(x, [y, z])nos permiten considerar (x, y) comounproducto escalar invariante con valo-
res enF (a) (cualquier producto invariante escalar con valores en k en a es composición
de este producto y un funcional linealF (a)→ k). Si a es un álgebra de Lie libre con ge-
neradores Y1, · · · , Ym, entonces en lugar deF (a) debemos escribirF (Y1, · · · , Ym).
Un elemento f ∈ F (A,B) se puede considerar como una formula definiendo para
cada álgebra de Lie metrizada g (i.e., álgebra de Lie de dimensión finita con un pro-
ducto invariante escalar no degenerado) una función fg : g × g → k. Por ejemplo,
f = ([A,B], [A,B]) ∈ F (A,B) define la función fg(x, y) = ([x, y], [x, y]). Es
fácil mostrar que si f 6= 0, entonces fg 6= 0 en algún Lie álgebra metrizada (por g pode-
mos tomar gl(n), donden es suficientemente largo). Si g es un álgebra de Liemetrizada,
entonces g⊗ g se identifica con g∗× g∗, y consecuentemente el espacio de funciones en
g×g tiene un bracket de Poisson natural (el “bracket de Kirillov”). Si f, ϕ ∈ F (A,B),
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entonces {fg, ϕg} = ψg para algún ψ ∈ F (A,B) independiente de g, que denota-
mos por {f, ϕ}. Entonces,F (A,B) es un álgebra de Lie con respecto a este bracket de
Poisson. La acción descrita previamente de S3 en frk(A,B) induce una acción de S3 en
F (A,B).

Proposición 6.1. 1. La acción de S3 en F (A,B) preserva el bracket de Poisson.

2. El subálgebra de invariantes bajo la acción de S3 del álgebra F (A,B) es isomorfo
a ⊕nIhn(k), donde ⊕ es la suma directa algebraica.

Demostración. 1. Basta conmostrar que para toda álgebra deLieg la acción deS3 en
el álgebra de Poisson de funciones invariantes bajo g en g∗ × g∗, que es obtenida
al identificar g∗ × g∗ con {(λ1, λ2, λ3) ∈ g∗ × g∗ × g∗|λ1 + λ2 + λ3 = 0}
vía la proyección (λ1, λ2, λ3)→ (λ1, λ2), preserva el bracket de Poisson. Esto se
sigue del hecho que el álgebra de Poisson estudiada se puede representar como el
cociente del álgebra de Poisson de funciones invariantes bajo g en g∗ × g∗ × g∗

por el ideal de funciones que son 0 cuando λ1 + λ2 + λ3 = 0 (que este ideal es
Poisson es sabido por la teoría de reducción hamiltoniana).

2. Sif ∈ F (Y1, · · · , Ym), denotamospor∂f/∂Yi el polinomiodeLie enY1, · · · , Ym
tal que la parte lineal en Z de f(Y1, · · · , Yi−1, Yi + Z, Yi+1, · · · , Ym) es igual
a (∂f/∂Yi, Z). De la invarianza bajo g de fg para cualquier álgebra de Lie metri-
zada se sigue que

∑m
i=1[Yi, ∂f/∂Yi] = 0.

Lema. Si
∑m

i=1[Yi, Pi] = 0, donde Pi son polinomios de Lie en Y1, · · · , Ym, entonces
existe exactamente un f ∈ F (Y1, · · · , Ym) tal que ∂f/∂Yi = Pi para todo i.

Demostración. La relación usual entre polinomios y funciones simétricas multilineales
nos permite restringirnos al caso en que P1 no contiene Y1, manteniendo P2, · · · , Pm
y f lineales en Y1. En este caso, si f existe, entonces f = (Y1, P1). Conversamente,
si f = (Y1, P1), entonces ∂f/∂Yi = Pi para toda i. En efecto, ponemos Qi =
Pi − ∂f/∂Yi. Entonces Q1 = 0 y

∑m
i=1[Yi, Qi] = 0. Para i > 1 escribimos Qi

en la forma Ri(adY2, · · · , adYm)Y1, donde Ri es un polinomio asociativo. Entonces∑m
i=2 uiRi(u2, · · · , um) = 0, y por lo tantoR2 = · · · = Rm = 0.

Supongamosqueψ ∈ ⊕nIhn(k). Se siguedel lemaque existe unúnicof ∈ F (A,B)
tal que∂f/∂A = ψ(A,−A−B) y∂f/∂B = ψ(B,−A−B). Claramente,f(B,A) =
f(A,B). Mas aun, f(A,B) = f(−A − B,B) (ambos lados de la identidad tienen
la mismas derivadas parciales). Esto implica que f es invariante bajo la acción de S3.
Conversamente, si f ∈ F (A,B) es invariante con respecto a la acción de S3, enton-
ces, definiendo ψ(A,B) de la relación ψ(A,−A − B) = ∂f/∂A, encontramos que
ψ ∈ Ih(k).
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Para mostrar que el bracket de Poisson enF (A,B) corresponde al conmutador en
Ih(k), usamos el encaje Ih(k) → Derfrk(A,B) que manda ψ en δψ = σ∂ψσ, donde
∂ψ ∈ Derfrk(A,B) fue definido previamente y σ es el automorfismo de frk(A,B)
dado por σ(A) = −A − B y σ(B) = B. Tenemos δψ(A) = [ψ(−A − B,A), A] y
δψ(B) = [ψ(−A−B,B), B]. Siψ corresponde a f ∈ F (A,B), entonces δψ(A) =
[A, ∂f/∂A] y δψ(B) = [B, ∂f/∂B]. Estas formulas se pueden considerar la ecuación
Hamiltoniana correspondiente a f . Para continuar, se usa la conexión entre el bracket de
Poisson del Hamiltoniano y el conmutador de los correspondientes campos vectoriales.

Notas. 1. Al elemento f ∈ frk(A,B) que corresponde aψ ∈ grtn1 (k) ⊂ Ih(k) (ver
prueba de la Proposición 6.1 se le puede dar la siguiente interpretación. Suponga que
ϕ ∈M1(k), y ϕ̃ se obtiene de ϕ por la acción de Exp(ψ), donde Exp es la función
exponencial grt1(k) 7→ GRT1(k). Si g es un álgebra de Lie metrizada sobre k,
y t ∈ g ⊗ g corresponde al producto escalar en g, entonces Φ = ϕ(ht12, ht23)
y Φ̃ = ϕ̃(ht12, ht23) están relacionados por la transformación (1.11) para cierto
F ∈ (Ug ⊗ Ug)[[h]] (ver TeoremaA). Es fácil verificar que F se puede elegir
tal que 1)F ≡ 1 mód hn, 2)h−n(F − 1) mód h ∈ Ln+1 donde Ln+1 es
el conjunto de elementos de Ug⊗ Ug que son polinomios de grado no mayor que
n+ 1 en elementos de g⊗ 1 y 1⊗ g, y 3) la imagen de h−n(F − 1) mód h en
Ln+1/Ln = Symn+1(g⊗ g) = Symn+1(g∗ ⊗ g∗), considerada una función en
g× g, es igual a −fg.

2. Deligne ha notado que, usando el argumento de la prueba de la Proposición 6.1, uno
puede obtener para toda n un isomorfismo equivariante bajo la acción de Sn entre
el cociente del álgebra de derivaciones especiales de frk(A1, · · · , An) por el ideal de
derivaciones internas y el cociente de F (A1, · · · , An) por el subespacio generado
por los elementos (Ai, Ai), 1 ≤ i ≤ n + 1, donde An+1 = −A1 − · · · − An.
A saber, el elemento f ∈ frk(A1, · · · , An) corresponde a la derivación Ai →
[Ai, ∂f/∂Ai], 1 ≤ i ≤ n.

Proposición 6.2. (Deligne-Ihara [13]). dim Ihn(k) = αn − βn+1, donde

αn = (3n)−1
{∑
d|n

(1− a(d/3))µ(d)2n/d − εn
}
,

βn = (6n)−1
{∑
d|n

(1 + 3a(d/2) + 2a(d/3))µ(d)2n/d + 2εn
}

;

donde µ es la función de Möbius, a(x) = 1 para x ∈ Z, a(x) = 0 para x /∈ Z, εn =
−1 si n es de la forma 3m, εn = 2 si n = 2 · 3m, y εm = 0 en otro caso.
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Demostración. SeaV un espacio vectorial de dimensión 2 conbaseA,B. EnV existe una
accióndeS3, quepermutaA,B yC = −A−B. SeaLn(V ) el componente homogéneo
de gradondel álgebra deLie libre generada porV , i.e.,Ln(V ) = frnk(A,B). La formula
ψ 7→ A⊗ ψ(−A−B,A) +B ⊗ ψ(−A−B,B) define un isomorfismo Ihn(k)

∼→
(V ⊗Ln(V ))S3 ∩Kerf , donde f es el conmutador V ⊗Ln(V ) 7→ Ln+1(V ). Como
f es suprayectiva, tenemos dim Ihn(k) = dim(V ⊗ Ln(V ))S3 − dim(Ln+1(V ))S3 .
Ahora usamos la formula para el carácter de la representación deGT(V ) enLn(V ) ([16,
Capitulo II,§3, formula (16) ])

Aquí están los valores de los números an = dimIhn(k) para n ≤ 13 : a1 = a2 =
a4 = a6 = 0, a3 = a5 = a8 = 1, a7 = a10 = 2, a9 = 4, a11 = 9, a12 = 7, a13 =
21. Una base en⊕n≤7Ihn(k) esta formada por los elementos de Ih(k) correspondientes
(ver Proposición 6.1) a los elementos f1, f2, f3, f4 ∈ F (A,B), donde

f1 = ([A,B], [A,B]) (6.1)

f2 = (x, x) + (x, y) + (y, y), donde x = [A, [A,B]]

y = [B, [A,B]] (6.2)

f3 = (z, z), donde z = [A, [A, [A,B]]] + [A, [B, [A,B]]]

+[B, [B, [A,B]]], (6.3)

f4 = ([[A, u], [B, u]], u) donde u = [A,B]. (6.4)

En el proceso de probar la [14, Proposición 1], Ihara obtuvo el siguiente resultado.

Proposición 6.3. Para todo n ≥ 3 impar existe un ψ ∈ grtn1 (k) tal que

ψ(A,B) =

n−1∑
m=1

(
n

m

)
(adA)m−1(adB)n−m−1[A,B] mód [pk, pk],

donde pk es el conmutador de frk(A,B).

La prueba de Ihara usa Gal(Q/Q). Proveemos otra prueba. Uno puede asumir k =
C. Pongamos ϕKZ(A,B) = ϕKZ(−A,−B). De la Proposición 5.5, ϕKZ se obtiene
de ϕKZ por la acción de algún g ∈ GRT1(C). Sea ψ̃ el componente homogéneo de
grado n de la imagen de g bajo el mapeo logarítmico GRT1(C) 7→ grt1(C). De (2.15) se
puede verificar fácilmente que (n(2πi)n/2ζ(n)) · ψ̃ es el elemento deseado.

No es difícil ver que si ψ1, ψ2 ∈ pk, entonces el lado derecho de (5.21) pertenece a
[pk, pk]. Se sigue de la Proposición 6.3 que grt1(k) tiene almenos un generador de grado
n para cada impar n ≥ 3.
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Preguntas. ¿Es cierto que grt1(k) tiene exactamente un generador de grado n para cada
impar n ≥ 3 y no tiene generadores de otros grados? ¿El álgebra ⊕ngrtn1 (k) es libre?

Notas. 1. Una respuesta positiva a esta pregunta es equivalente a la conjunción de la
conjetura de Deligne en [14, Introducción] y la conjetura de densidad de la imagen
de Zariski de Gal(Q/Q) en GT(Ql).

2. Para n = 1, 2, 4, 6 tenemos grtn1 (k) = Ih(k) = 0. Dado que dim Ih3(k) =
dim Ih5(k) = 1, se sigue de la Proposición 6.3 que grtn1 (k) = Ihn(k) para n =
3, 5. Dado que dim Ih8(k) = 1, y [Ih3(k), Ih5(k)] 6= 0 (ver [14]), tenemos
grt81(k) = Ih8(k) = [grt31(k), grt51(k)]. Se puede mostrar que dim grt71(k) =
1 < dim Ih7(k) y grt71(k) es generado por el elemento correspondiente a 8f3

−f4 ∈ F (A,B), donde f3 y f4 son determinados por las formulas (6.3) y (6.4).
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