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Resumen

Se prueba un teorema que ya habia sido anunciado sobre la estructura de 4l-
gebra quasitriangular quasi-Hopf en la teorfa de perturbaciones con respecto a la
constante de Plank. En el proceso se usé la versién pro unipotente de un grupo

definido por Grothendieck que contiene Gal(Q/Q).

1. Introduccién

Este articulo se dedica principalmente a la prueba de un teorema anunciado en [1]
sobre la estructura de dlgebra quasitriangular quasi-Hopf en la teorfa de perturbaciones
con respecto a la constante de Plank. Como tecnicidad se usé la versién pro unipotente
de un grupo definido por Grothendieck [2], un grupo muy interesante pues esta relacio-
nado con Gal(Q/Q).

Recordemos las definiciones bésicas de [1]. La diferencia entre un dlgebra quasi-
Hopf 'y un ilgebra de Hopf es que el axioma de coasociatividad se reemplaza por una
condicién mas débil. En detalle, un 4lgebra quasi-Hopf sobre un anillo conmutativo &,
de acuerdo a [1], es un conjunto (A, A, e, @), donde A es un k-4lgebra asociativa con
unidad, A es un homomorfismo A — A ® A, € esun homomorfismo A — k (asumi-
mos que A(1) =1,e(1) = 1),y ® es un elemento invertibleen A ® A ® A, los cuales
satisfacen

(id® A)(A(a)) = @ - (A®id)(Aa) - &1 a € A, (L1)
(d®id® A)(®) - (A ®id®id)(®)

=1®®) (doA®id)(®) - (P®1), (12)

(e®id)cA=id=(id®¢e)o A, (13)

(d®eid)(P) =1, (1.4)



ademds de un axioma que en el caso Hopf, ® = 1, se restringe a la existencia y biyec-
tividad del antipoda. En nuestro caso, cuando (A, A, €, @) es una deformacién de un
dlgebra de Hopf parametrizada por un pardmetro “infinitamente pequeno”h, el axioma
se satisface automdaticamente por el Teorema 1.6 de [1]. De igual manera que el caso de
Hopf, A es denominado la comultiplicacién y € es la counidad.

El articulo [1] generalizé al caso quasi-Hopf la nocién de dlgebra quasitriangular de
Hopf definido en § 10 de [3] e inspirado por el método cudntico del problema inverso
[4]. Especificamente, un dlgebra quasitriangular quasi-Hopfes un conjunto (4, A, ¢, @,
donde (A, A, €, @) es un dlgebra quasi-Hopf'y R es un elemento invertibleen A ® A
tal que

A'(a) = RA(e)R',ac A (rs)
(A ®id)(R) = ®32R13(®132)"1 R% o, (1.6a)
(id® A)(R) = (@®1) 1 RBO2BRZp™!, (1.6b)

Donde A’ = 0oA,yo : A® A - A® Aintercambialasentradas. SiR = ), a; ®b;
entonces por definicién RY? = D @b ® 1,R1 = Y0 ®1® b;, R =
> 1®a; ® b;. También debemos explicar que, por ejemplo, si ® = Zj T QY; ® zj,
entonces 312 = 2.9 ® 2 ® ;.

La razén de los axiomas (.1) - (1.6) es que las representaciones de un dlgebra A qua-
sitriangular quasi-Hopf forma una categorfa quasitensorial en el sentido de [5], ver tam-
bién § 3 de [1]. Esto significa que, primero, hay un functor producto tensorial en la
categoria de representaciones de A: dadas dos representaciones de A, en los £ médu-

los V1, y V3, la representacién de A en Vi ® V5 se define como la composicién A é>
A® A — Endg (V1 ® V2). Segundo, existen isomorfismos functoriales de conmutacién
c: V1 ®@Va S Va®Vjydeasodiaciéna : (V1 @ Vo) @ Vs = Vi @ (Va ® V3)
donde Vj son representaciones de A. A saber, a es la operacién en V1 ® Vo ® V3 que
corresponde a @, y ¢ es la composicién de la operacién en V4 @ Vo que corresponde a
Ry el isomorfismo usual o : Vi @ V3 5 Vo ® V. Tercero, existe la representacion
identidad k con isomorfismos V ® k — V yk ® V = V para cada representacién V.
Finalmente, (1.2), (1.4) y (1.6) garantizan la conmutatividad de los diagramas:



(Vi@V2)@ V)@ Vi—— (V1@ V)@ (V30 V) —= W& (12 (V3@ V1)) (17)

X |-

V1o (VKheVs)eV,

VioVa
Vi®k)eV, ® (k@ Va)
Vi®@V)@Vs—=V3® (oW ~—Vsa W) e (1.92)
ia c®idT
M ® (VQ®V3)“&V1®<V3®V2) L ViV @V
Vi@ (Va®Vs) —= (Va@ Va) @ Vi —2= Vo ® (Vs ® VA1) (r.ob)
ial id®cT

VioV) @ Vs<24 (1@ Vi) Vs —2=Va ® (Vi ® Vi)

Es de notar que en general R?' £ R™1, en consecuencia el isomorfismo de conmutativi-
dad no es involutorio (una de las diferencias entre categorfas quasitensoriales y categorias
tensoriales [6]).

Si(A, A, e, ®, R) es un 4lgebra quasitriangular quasi-Hopf, y si F' es un elemento
invertible de A® A que satisface (id®e)(F) = 1 = (¢ ®id)(F), entonces, definiendo

A(a) = F-A(a)-F, (r.10)
d = FB.(deA)(F) ¢ (Axid)F - (F)™,  (un)
R = F*.R.F7 ! (L12)

obtenemos una nueva élgebra quasitriangular quasi-Hopf (A4, 5, g, ;IV), E) ; decimos
que fue obtenida de (A4, A, ¢, ®, R) torsiendola via F'. Las quasicategorias que corres-
pondena (4, A,e,®, R) ya (A, A, e, ®, R) son equivalentes. Asf que naturalmente
nos referimos a la torsién como una "transformacién de gauge”.

Estudiaremos dlgebras quasitriangulares quasi-Hopf en el sentido de la teorfa de per-
turbaciones con respecto a h, restringiéndonos al caso de caracteristica 0. Daremos pre-
cisién a estas palabras en la siguiente definicién (EUC es un acrénimo de “Envolvente
Universal Cuantizada”).

Vi@ (Va®Vs) @ Vy)

(1.8)



Definicién. Sea k campo de caracteristica O. Decimos que A es una dlgebra quasitriangu-
lar quasi-Hopf EUC sobre K [|h)|] si es una dlgebra topoldgica quasitriangular quasi-Hopf
(A, A, e, ®, R) sobre k[|h|] tal gue A/hA es un dlgebra universal envolvente con la co-
multiplicacion estandar, y A como k[|h||-médulo ropoldgico, es isomorfo a V||h|| para
algiin espacio vectorial V sobre k.

Nota: Como A/hA es un 4lgebra universal envolvente, de la ecuacién (1.4) y el que
® sea invertible, concluimosque ® =1 mdd h. Similarmente, R =1 moéd h,y para
torsiones de dlgebras quasitriangulares quasi-Hopf EUC, F' =1 mdd h.

Inspirados en [7-9], el método siguiente fue propuesto en [1] para construir dlgebras
quasitriangulares quasi-Hopf EUC. Sea g un élgebra de Lie sobre k[[h]] que, viéndola
como k[[h]]-médulo, es isomorfo a V'[[]]] para algtn espacio V' sobre k. ( Esta condi-
cién en g significa que g es una deformacién de un 4lgebra de Lie gg sobre £, donde
go = g/hg; llamamos a este tipo de dlgebras g dlgebra por deformacién ). Supongamos
la existencia de un tensor ¢ € g ® g que es g-invariante, donde ® es la completacién
del producto tensorial. Sea A = Ug, donde Ug es la completacién h-ddica del dlgebra
universal envolvente. Definimos en la manerausuale : A — k[[h]]yA: A - A® A
(donde ® es la completacién del producto tensorial), y sea R = /2 Entonces se cum-
plen (1.3)-(r5), y falta encontrar ® € A ® A ® A que satisface (r.1), (1.2), (1.4) y (1.6)
(ndtese que en este caso (1.1) implica la g-invariancia de ®). El primer resultado principal
es:

Teorema A. Elsusodicho ® existe, y es rinico hasta por una torsion por elementos simétricos
g-invariantes F € A ® A.

Notas. v Si A es la comultiplicacion usual en A = Ug y R = elt/2, y 5, R se
definen por las formulas (1.10) y (1.12), entonces las ignaldades A=AR=R
son equivalentes a la g-invariancia y simetria de F' (t conmuta con los elementos
g-invariantesde A ® A, puest = (A(C) —C®1—-1®C)/2, donde C € Ug

es el elemento de Casimir ).

= Ademds del Teorema A probaremos que si reemplazamos la condicion R = e"'/?

por la, a primera impresion, condicion mds débil de simetria y g-invariancia de R,

entonces R = e"/? para algint € g @ g.

La unicidad en el Teorema A se prueba de manera simple (ver Proposiciones 3.2y
3.4). Cuando & = C, lo que se propone en [1] es una construccién explicita pero tras-
cendental de ® por medio del sistema de ecuaciones de Knizhnik-Zamolodchikov (abre-
viado: sistema KZ) que surge de la teorfa de campos conformes [10]. Este @, en lo sucesivo
denotado por ® ¢ 7, es expresado en términos de 7 = It por una "térmula C-Universal”;
es decir, si escribimos @ i 7 en la forma



_ i1 i1 dnli o lp
Pz = E a’(m,n,p) Cipovigy @ €jponfyy & ly-lp>

m,n,p

donde e; forman una base de g como C[[h]]-médulo topolégico y los tensores @y, . p)
son simétricos en cada grupo de indices ¢, j, I, entonces 1os a(,, , ) se expresan en tér-
minos de constantes estructurales c’.; del 4lgebra g y los componentes 7V del tensor T
de acuerdo con las reglas del cdlculo tensorial aciclico con coeficientes en C, mientras que
(r.1), (1.2),(1.4), y (1.6) se siguen, de acuerdo con las reglas del calculo tensorial aciclico, del
hecho de quelos ¢! son las constantes estructurales de un dlgebra de Lie y 7 es simétrico e
invariante. (Ser aciclico significa, por ejemplo, la exclusién de la expresién ¢’ ¢! ) ck,, don-
de 7, 7,1 forman un “ciclo” ). Entre los coeficientes de la férmula C-universal aparecen
(ver (2.15) y (2.18)) los ndmeros ¢ (2m + 1)/(27i)*™ 1 m € N, que son imaginarios
y probablemente trascendentales. Asi, para k ;_b C la parte de existencia en el Teore-
ma A no se sigue de la construccién de @ g 7. Sin embargo, se prueba en [3], junto con
el teorema siguiente.

Teorema A’. Existe una formula Q-universal que expresa el elemento ® del Teorema A
en términos de T = ht. Es dnica hasta por torsion via un elemento F' = F(T) simétrico
Q-universal.

El dlgebra quasitriangular quasi-Hopf suministrada por el Teorema A serd llamada
dlgebra estdndar.

Teorema B. Cualquier dlgebra quasitriangular quasi-Hopf EUC se puede torcer en un
dlgebra estandar por un elemento adecuado.

La férmula C-universal que expresa @i en términos de 7 = ht es de la forma
(I)KZ = exp PKZ(7'127 T23)
dores) con coeficientes en C (ver § 2). El Teorema A se puede fortalecer como sigue.

donde Pk 7 es una serie formal de Lie (es decir, conmuta-

Teorema A”. Existe una series formal de Lie P con coeficientes en Q tales que el ® del
Teorema A se puede elegir como exp P(ht'2, ht?3).

_Si @ tiene la forma exp P(ht'?, ht**) donde P es una serie formal de Lie, entonces
el ® definido por la férmula (1.11) no es, en general, de la misma forma. Sin embargo, en
el conjunto de series de Lie P sobre k tales que ® = exp P(ht'? ht?3)y R = eht/?
satisface (1.2) y (1.6), podemos definir (ver § 4) una accién natural transitiva de un cierto
grupo, que llamamos el grupo de Grothendieck-Teichmiiller y lo denotamos por GT (k).
Esta accion forma la base de la prueba del Teorema A”. La definicién de GT(k) es en
esencia prestada de 2], donde, en particular, se muestra como construir un morfismo
canénico Gal(Q/Q) — GT(Q;) donde Q es la cerradura algebraicade Q en C y l es un

nimero primo.



La estructura del articulo es la siguiente. § 2 esta dedicada a @ 7. En § 3, los mé-
todos de [1] se usan para probar los Teoremas A, A’y B. En § 4 definimos el grupo de
Grothendieck-Teichmiiller (en varias versiones) y explicamos su relacién con Gal(Q/Q).
En § 5 probaremos el Teorema A”, y también reduciremos el estudio de GT (k) al estudio
de un 4lgebra de Lie graduada infinito dimensional grt; (k).

En § 6 recolectaremos ciertas propiedades de esta dlgebra. § 4 es independiente de § 2
y § 3, mientras que § 5 y § 6 son independientes de § 3.

Elautor agradece A. A. Beilinson, G. V. Belyi, Yu. I. Manin, y G. B. Shabat por reco-
mendarme los articulos [2], [11],[12],[13],[14], y [15].

2. Construccién de ® g

La manera mis sencilla de definir ® i 7 es por la férmula @7 = GgGl_l donde
Gy G son soluciones a la ecuacién diferencial
12 423
G'(z) = h(— +

T r—1

)G(z), h = h/2mi, (2.1)
definidasen 0 < = < 1y que tienen las asintotas G1(z) ~ " paraz — Oy
Ga(z) ~ (1 — o paraz — L Aquit!? = t®1 € (Ug)®yt? = 1®
t € (Ug)®3, donde g es un dlgebra de Lie por deformacién sobre C[[R]] y el tensor
t € g ® g es simétrico y g-invariante. La funcién G : (0,1) — (Ug)®? en ecuacién
(2.1) debe ser analitica; es decir, para cada n la imagen de G(z) en (Ug)®3/h™(Ug)®?
debe ser de la forma Zf\il ai(x) - u;, donde u; € (Ug)®3/h™(Ug)®3, las funciones
a; : (0,1) — Csonanaliticas, y en general N depende de 7. En el caso méds importante,
cuando g = go[[h]] (es decir, g es la deformacion trivial de go), esto significa que G(z) =
3220 gi(z)h, donde cada g; es una funcién analitica con valores en algin subespacio
de dimensién finita V; C (Ugp)®3. Por supuesto 2" se entiende como exp(hlnz -
t12) =1+ hlnz -2 4+ - ... Lanotacién Gy (z) ~ Zht significa que Gl(x):v*htlz
tiene una continuacién analitica en una vecindad del punto x = 0y toma el valor 1 en
ese punto. La existencia y unicidad de Gy y G'2 se prueban sin dificultad.
El sistema K Z tiene la forma

1
aW:hZ W,i=1,2,--,n, (2.2)
0z; o Zi — 2j

donde W (21, -+, 25,) € (Ug)®" y t¥/ eslaimagen de t bajo el (i, j)-ésimo encaje
UgUg — (Ug)®™. Paranosotros es esencial que, tal como se indica en [10], el sistema
(2.2) es auto-consistente; es decir, la curvatura de la conexién correspondiente es 0. Dado

que OW/0z1+- - -+0W )0z, = 0,lafuncién W depende solamente de las diferencias



zj — zj. Mésatn, ), 2,0W/0z; = h ), YW, asi que (2.2) se reduce a un sistema
de ecuaciones en funcion de n — 2 variables. En particular, para n = 3 las soluciones
de (2.2) son de la forma (23 — 21 )" H ) L G (29 — 21) /(23 — 21)), donde G
cumple (2.1). Por lo tanto ® i 7 puede determinarse por la relacion Wy = W - @z
donde Wy y W3 son soluciones de (2.2) paran = 3 en la regién

{(Zl,ZQ,Zg) € R3’21 < 29 < 23}

con la asintota Wy ~ (29 — zl)m12 (23 — zl)h(tls”%) parazp — 21 << 23 — 21,y
Wy ~ (2’3 — ,Zg)ﬁt23 (Zg — Zl)h(t12+t13) para z3 — 22 << 23 — 21.

La definicién de ® en términos del sistema (2.2) es conveniente, en particular, para
verificar (1.2) y (1.6a) (1.6b) (la igualdad (1.1) es obviamente equivalente a la g-invarianza
de ® i 7). Para probar (1.6a) (1.6b), consideramos (2.2) para n = 4 en la regién

{(21, 22, 23, 24) € RY|21 < 29 < 23 < 24} y distinguimos cinco zonas:
)29 — 21 << 23— 21 << 24— 21, 2)z3—29<<z3—21 << 24— 21,
3)zz — 20 << 24 — 290 << 24 — 21, 4A)zg—23 << 24— 29 << 24— 21,

Bzg — 21 << 24 — 21,24 — 23 << 24 — 21.

Estas zonas corresponden alos "vértices"del pentigono (1.7) de acuerdo a la siguiente
regla: si V; y Vj estin dentro del paréntesis y V}, esta afuera de los paréntesis, entonces
|zi — zj| << |2i — 2]; por ejemplo, (V1 @ (Va2 ® V3)) @ Vj corresponde a la segunda
zona.

Lema. Existen soluciones sinicas W1, - - - , Wi del sistema (2.2) con el siguiente compor-
tamiento asintdtico en la respectiva zona:

Wi~ (22— 21)" (25 — 20) M) (2 — g M),
Wy ~ (23— Zg)ht23 (23 — Zl)ﬁ(t12+t13 (24 — Zl)h(t14+t24+t34)

?
Wi ~ (23— 22)"" (24 — 20) " (g — 2N,
Wy ~ (24 - Z3)ht34 (24 — Z2)ﬁ(t23+t24 (24 2 )ﬁ(t12+t13+t14)

9

12 34 13 14 23 24

W5~ (zz—zl)ht (24 — 23)’“ )(24_ )" R34t 4124)

Se debe entender que, por ejemplo, para W esto significa que

12 34 13 414 423 | 424
W5:f(u,v)(z2—zl)ht (Z4—23)ht (Z4—Zl)h(t FEH 242t

i

conu = (20— 21)/(24 — 21),v = (24 — 23) /(24 — 21), [ analitica en una vecindad
de (0,0),y f(0,0) = 1.



Demostracion. Consideremos, por decir, la quinta zona.
Con la substitucion W = g(u, v)(zq4 — 21)", siendo T = 12 4+ ¢13 4 14 4 423 4
24 13w = (20 — 21) /(24 — 21),yv = (24 — 23)/(24 — 21). Obtenemos para g
un sistema de ecuaciones de la forma
dg
ou
% — h(Z 4 S(0) - glu,0),
donde las funciones R y S, con valores en (Ug)®?, son analiticas en una vecindad de
(0,0), mientras que A, B € (Ug)®? no dependen de u ni v (es de notar que [4, B] =
0, en vista de la integrabilidad de la conexién V correspondiente a (2.3)). Debemos pro-
bar existencia y unicidad de la solucién al sistema (2.3) de la forma ¢ (u, v)u4v"B don-
de ¢(u, v) es analitica en una vecindad de (0, 0) y ¢(0, 0) = 1. En otras palabras, debe-
mos probar existencia y unicidad de una funcién analitica ¢ (u, v) tal que ¢(0,0) =1,
o1V, 9o = 0/ou—hAul,yp t -V, - p = 3/0v — hBv™!, donde
Vi = 0/0u — h(Au™! + R(u,v)) yV, = 9/0v — h(Bv~! + S(u,v)). Esto

se puede hacer por el método de aproximaciones sucesivas. O

= (2 4 R(w,) - g(uv), (o)

Es facil ver que W7, - - - , W5 tienen continuacién analitica en la region z1 < 29 <
23 < z4. La férmula (1.2) se sigue de las identidades Wy = Wy - (Pgz ® 1), Wo =
W3- (id® A®id)(Pxz), Ws =Wy (10 Pkz), W1 = W5 (ARid®id)(Pxyz),
yWs =Wy - (id®id ® A)(®xz). Mostraremos como probar las primeras dos.
Sea Vi = W - (24 — 1) M +4£%0) y

Vo=Wy (Prz®1) - (24 — 21)_ﬁ(t14+t24+t34)
=Wy (24 — Zl)—ﬁ(t14+t24+t34) (Prz ®1),

probaremos que Vi = V5. Es ficil verificar que V1 y V5 son analiticasen 21 < 29 <
23,24 € RP! \ [#1, 23] (24 puede ser igual a 0o!). Més atin, ambos V1 y V5 satisfacen
las ecuaciones

oV tt
=h)_ V,i=2,3, (2.4)
0z; — 2 — Zj
J#i
av tlj t14+t24+t34
0z _hzz —z V—hv 21— 2 ’ (25)
1 AT 1— 24
ov t4 v
0z _hz[z —21 (2:6)
7



De (2.4) y (2.5), y las asintotas de V7 y V3 se sigue que V1 y V5 coinciden para z4 = oo.
Esto y (2.6) implican Vq = V5.
Ahora, seaU; = Wy - (23 — 22)7;#23 y

Uy =Ws- (id® A®id)(Pry) - (25 — 22) "
= Wi (23 — 22) " (id @ A ® id) (D 2);
mostraremos que U1 = Us. Es ficil de verificar que Uy y U3 son analiticas en

21 < 29 < 24,21 < 23 < 24,

(iz2 puede ser igual a z3!). Mds atin, ambos Uy y U> satisfacen

ij
ou _ hy Y vi=1.4, (2.7)
0z; 2 — 2j
7 -~ 7
JF#i
427 423
SU:hZ .-U+hﬂ, (2.8)
z9 723 22 — Zj zZ9 — 23
ou 13 [t23 U]
—=h U — h———. (2.9)
(92’3 j£2.3 23 — %5 Z9 — Z3

Es facil ver que Uy y Us coinciden para 2z = 2z3. De esto y (2.8) se sigue que Uy = Un.
Esto prueba (1.2). Reemplazando = por 1 — x en (2.1) obtenemos que ® ¢ 7 satisface

P32 = o1, (2.10)

Por lo tanto (1.6b) se sigue de (1.6a); basta con aplicar en ambos lados de (1.6a) el operador

que intercambia el primer producto tensorial con el tercero, y usar R =R y A= A.

La prueba de (1.6a) se encuentra en § 3 de [1]. Esta usa las seis soluciones del sistema (2.2

paran = 3 en el dominio complejo que tiene el comportamiento asintdtico estindar en

la zonas correspondientes; ellas corresponden a los “vértices” del hexdgono (1.9a).
Ahora reemplacemos (2.1) por la ecuacién

iy LA, B
G(z)_Qﬂ(x+x—1

)G(x), (2.11)

donde Ay B son simbolos no conmutativos, y G' es una serie formal en Ay B con
coeficientes que son funciones analiticas de z. Consideremos, como arriba, soluciones
G1y G con las asintotas estdindar paraz = Oy x = 1. Sea oz (A, B) = G;lGl.
El dlgebra C << A, B >> de series formales no conmutativas es un 4lgebra de Hopf



topoldgica con la comultiplicacion A(A) = A®1+1® A, A(B) =B®1+1® B.
Claramente, A(pxz) = ¢xz ® @K z. Porlo tanto In w7 (A, B) es una serie formal
de Lie, es decir, un elemento de la completacién del dlgebra libre de Lie sobre C con
generadores A, B (ver [16], CapituloII, § 3, Corolario 2, Teorema1 ). De la misma forma
que por (2.10) uno prueba que @ 7 satisface la igualdad

o(B,A) = p(A,B)"L (2.12)

Para obtener andlogos de (1.2) y de (1.6a) para ¢k 7z, observe que tal como en [7], la in-
tegrabilidad de la conexién correspondiente a (2.2) se sigue de las relaciones t¥/ = /'y
[t ¢H] = Oparai # j # k # L,y [tV + t* t/%] = Oparai # j # k. Ahora
definimos, tal como en [17], el dlgebra de Lie aC como el cociente de la completacién del
dlgebra libre de Lie sobre C con generadores )Z'ij, 1 <i<nl1<j<n,i#j,
modulo el ideal generado topoldgicamente por los elementos de los tres tipos siguien-
tes1) X4 — XI5 2)[ XU, XM] i 4 j £ k £ 1;3)[ XY + X% X¥] i &£ j £ k.
La imagen de X% en af es denotada por X% . Reemplazamos ht*/ en (2.2) por X%,
encontraremos que los mismos argumentos que prueban (1.2) y (1.6a) para ® = P 7
también prueban que ¢ 7 satisface las relaciones:

QO(X12,X23 +X24) . (,D(Xl?) +X23,X34)
— @(X23,X34) . S0()(12 4 X13,X24 4 X34) . (p(X12,X23), (2.13)

exp((X1 + X%)/2) = (XT3, X12) - xp(X19/2) - (X8, X2

cexp(X2/2) - (X112, X)), (2.142)
exp((X12 4 X13)/2) = (X3, XB) 1. exp(X1/2) - o(X12, XB)
exp(X12/2) - p(X12 X)L, (2.14b)

donde amboslados de(2.13) pertenecen a exp ag mientras que amboslados de (2.14a)
y (2.14b) pertenecen a exp a$ . Denotamos exp a$ = {e?|z € al}, donde e” se entien-
de como un elemento de la completacién del dlgebra universal envolvente UaS. En otras

palabras, exp a$ es el grupo de Lie correspondiente a a%.
Si asumimos por un momento que [A, B] = 0, entonces (2.11) tiene la solucién
A2 (1 — 2)B/27 con ambas asintotas estindar en z = 0 y x = 1. Por lo tanto

In oz € pdondep esel conmutador de la completacion del dlgebra libre de Lie con ge-
neradores A, B. Busquemos laimagendeIn oz € p/[p, p|. Dado que p es un dlgebra
libre topolégica de Lie con generadores Uy, = (adB)!(ad A)¥[A, B] (vea por ejemplo
2.4.2de [18]), lasimégenes de Uy en p/[p, p] (que denotaremos por U ;) forman una ba-
se topolégicaen p/[p, p]. Observe que Uy también es laimagen de (ad A)* (ad B)![ A, B]
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enp/[p, p]. Los coeficientes de la expansién de la imagen de In ¢z en p/[p, p], con res-
pecto ala base U}, serdn denotados por ci;. Mostraremos que

oo
¢(n
1+ Z cuF ot = exp Z n(2(m))” (u" + 0" = (u+v)"). (2.15)
k,l n=2

Escribamos las soluciones estdindar G1 y G2 delaecuacion (2.1) enlaforma Gj(z) =
z4(1-2)BVj(2),con A = A/27i, B = B/2mi. Las funciones V; tienen extensiones
continuas a [0, 1] y satisface la ecuacién

V'(z) = Q(z)V(x), (2.16)

—Inz-adA
def  _In(1—z)- e —1
Q(.T) < e In(1—x)-adB |

Bep.
z—1 <P

Mis atn, V1 (0) = 1y Va(1) = 1. Porlo cual ez = V, V4 = V(1)V(0)~1,
donde V es cualquier solucién de (2.16). Esto significa que laimagendeln iz enp/[p, p]

esigual a fol Q(x)dz, donde Q(z) es laimagen de Q(x) en p/[p, p]. Entonces,

. J R (17)
= n . .
CHl (2ma) k2 (K + D! Sy l—z’ z-1 17

Suponiendo que u,v € C,imv < 0,imu < 27, encontramos que el lado izquierdo
de (2.15) es igual a

1 1
v —x Y —2) " Y =75 x v —2) " Yz
1+v/0 (1 )(1—x) d /0 (7)1 —2) d
=T'1-a)l'(l-7)/T'(1—-u-"7),
con = u/2miyv = v/2mi.UsandolaférmulalnT'(1—2) = vz+> 7 ,({(n)/n)-

2™, que se sigue de la expansién dela funcién I' como un producto infinito ([19] capitulo
12), obtenemos (2.15). De (2.15) se sigue en particular que

ko = cor = —C(k +2)/(2mi)F+2, (2.18)

Uno podria dar una prueba diferente de (2.18): ¢ o pueden ser calculados usando
(217),laférmula (1 —2)™t = 1+ 2 + 2% + - - - ylasubstitucién z = ™Y, y co 1, por
la férmula ¢;; = ¢j;, que es consecuencia de (2.12).

Nota: De acuerdo a la introducién de [11], cdlculos semejantes fueron hechos previa-
mente por Z. Wojtkowiak; de hecho, ellos motivaron a Deligne.
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3. Prueba de los teoremas A, A’y B.

En esta seccién examinaremos las dlgebras quasitriangulares quasi-Hopf EUC sobre
k[[h]], donde k es un campo de caracteristica 0. Recordemos (ver proposicién 3.5 de [1])
que a) cualquiera de esas dlgebras puede convertirse usando una torsién apropiada en
la forma simétrica (es decir, podemos hacer R?! = R); 2)torciendo con F preserva la
forma simétrica si y solo si F2! = F;3)si R?' = R, entonces A’ = Ay (2.10) se
satisface. Recordemos también (ver § 2) que si R?! = R, entonces (1.6b) se sigue de

(1.62) y (2.10).
Sea g 4lgebra de Lie sobre k, y t € g ® g simétrico e invariante bajo g. Denotamos

A = (Ug)[[h]] y definimos comoesusual A : A - A®Aye : A — k[[h]]. Buscamos
elementos g-invariantes R € AR Ay® € A® A® Atalesque R?' = R, R = 1+ht /2
méd h%,® = 1 mdd hy se satisfacen las ecuaciones (1.2), (1.4), (1.6a), y (2.10) (jno
requerimos que 2 = et/2y),

Proposicién 3.1. Tales R, ® existen.

Demostracidn. Supongamos que hemos construido elementos g-invariantes R,, € (Ug®
Ug)[[h]] y @ € (Ug ® Ug ® Ug)|[[h]] tales que R2! = R,, R, = 1+ ht/2
méd h?, @, = 1 méd h,y R,,.®,, satisfacen modulo h™ las ecuaciones (1.2), (1.4),
(1.6a) y (2.10) (paran = 2 podemos poner Ry = 1 + ht/2, 3 = 1). De la prueba de
[1, Proposicién 3.10 ] se sigue que existe un g-invariante ®,, € (Ug ® Ug ® Ug)[[h]]
que satisface (1.2), (1.4) y (2.10) modulo R al que ®,, = ®,, méd h". Dado que
R,y ®,, satisface (1.6a) modulo A", tenemos

=312

(A®id)(R,) = T "RB@.7) ' RBT, + k™) méd h™, (3.12)

donde ) € Ug®Ug® Ug es g-invariante. Usando en ambos lados de (3.1a) el operador
que intercambia el primer y el tercer factor tensorial, obtenemos:

(id® A)(Ry) = () RBTZPREG ! 4 pmy®2 méd AT (3.b)

Buscamos Ry, 1y @41 delaforma Ry p = Ry, + h"ry @41 = @, + h"p, con
reUgUgyyp € A3g C UgUg®Ug. Loselementos 7 y ¢ deben ser g-invariantes
y satisfacer las ecuaciones

P2l = T, (3.2)

4% — (A ®@id)(r) + 3¢ = 1. (3:3)

Para que tales 7, ¢ existan,es necesario que
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PP — (A®id®id)(¢) + ([d ® A ®@id) (1)) — ' =0, (3.4)
(doid® A)(y) — ' -y = (Agid@id) (™) — ¥ —¢¥2 (3)

o = —aq, (5:6)

donde o = 1) — 13, Aseguramos que (3.4) -(3.6) también son suficientes para la exis-
tencia de 7 y de . Pues, (3.4) dice que 7 es un 2-cociclo en el complejo C*(g) @ Ug,
donde

C"(g) =(Ug)®",
dla1® - ®ap) =1®a1 ®- - Qay

n
Y a @ ®aim ®Ae) ® i © - @ ap
i=1

+ (D" © @, @1 (37)

Se sigue de [1, Proposicién 2.2 ] que a« € A%*g ® Ug, mientras que ¢ — /2 es una
cofrontera, es decir

—a/2=7"4+7 — (A®id)(7). (3.8)

Aqui T se puede elegir g-invariante; basta que bajo la identificacién usual de U g con
Sym™g (ver [16, Capitulo I, §1, Proposicién 9]) 7 sea enviado a un elemento de Sym* g ®
Sym*g cuya imagen en g ® Sym*g sea 0. Dado que o € A2g® Ug, se sigue de (3.6) que
a € N3g.Sea p = a/6. Entonces (3.2) y (3.3) equivalen a las siguientes condiciones en
S=r—rT:

s—st =7 _F segaUg. (3.9)

Para la existencia de s que satisfaga (3.9) es necesario y suficiente que 7! — 7 €

(g2 Ug) @ (Ug® g), es decir, que
(fe HEF* -7 =0, (3.10)

donde f : Ug — Ug®@ Ug, f(a) = a® 1+ 1®a— A(a). Si (3.10) se cumple,
entonces s se puede elegir g-invariante; basta que la imagen de s +7 en Sym*g ® Sym™g
no tenga componentes en g & g. Observemos que (3.10) se sigue de (3.5), (3.8), y de que
a € N3g.

Ahora probamos (3.4)-(3.6). Usando (3.1a) para transformar ambos lados de la igual-
dad

3, (A@ideid)(A2id)(R,) = (id©A®id)(A®id)(R,) - 8,
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y usando (1.2) y (1.5), obtenemos (3.4). Ahora expresamos (A ® A)(R;,) en términos de
RI3, R R23 R2% en dos formas posibles ( podemos usar primero (3.1a) y luego (3.1b),
o primero (3.1b) y luego (3.1a) ) . Comparando las dos expresiones de (A ® A)(R,,)y
usando (1.2) y (1.5), obtenemos (3.5). De la misma forma que en la prueba de la férmula
3.12 de [1], que generaliza la relacién de Yang-Baxter, podemos derivar de (3.1a) la con-
gruencia

R2GVRB(G)IRBT, + ha =3 RB(G ) 'RBEPR2 méd h.

(3.11)

Usando en ambos lados de (3.11) el operador que intercambia el primer tensor y el
=321 _ —-1

tercero, y usando las relaciones Ril = R,y®, =&, mdd A"t obtenemos

(3.6).
J

La prueba de la proposicién 3.1 determina especificamente ciertos elementos ® y R,
en términosde 7 = ht por medio de formulas Q-universales ® = .Z(7)y R = A (7).
Respecto a esas formulas nos basta con saber que .# (1) = 14+ O(1) y A (1) =
1+ 7/2 = o(7), donde o(T) (respectivamente O(7)) denota términos en 7 de grado
mayor que I (respectivamente mayores o igual que 1).

Proposicion 3.2. Sea g dlgebra de Lie sobre k, y supongamos que R € (Ug®@ Ug)[[h]] y
¢ € (UgUg® Ug)|[h]] son invertibles, g-invariantes, y satisfacen (1.2), (1.4), y (1.6).
Entonces, torciendo via un F' € (Ug ® Ug)[[h]] g-invariante, los elementos ® y R se
convierten en M (h0) y N (h), donde 0 es un elemento g-invariante de (Sym*g)|[[h]].
Mds atin, O es dnico, mientras que F' es determinado hasta por multiplicacion por un
elemento de la forma (u™ @ u=Y)A(u), donde u pertenece al centro de (Ug)[[R]] y
u=1 méd h, e(u) = 1.

Demostracion. (A, A, e, ®, R) se pueden torcer en forma simétrica por un elemento
g-invariante de (Ug @ Ug)|[[h]] (ver prueba de la proposicién 3.5 en [1]). Por lo tanto
podemos asumir R?"' = R (en cuyo caso P32 = ¢! y F' debe ser simétrico). Asi que
todo se reduce al siguiente lema. O

Lema. Supongamos gue (P1, R1) y (P2, Ry) satisfacen las condiciones de la proposicidn,
con R%l = R{,R%' = Ry, ®; = & mdd h™ y Ri = Ry méd h™. Sea ¢ yr los
residuos  mod h de los elementos h™"(®1 — ®2) y h™"(R1 — R2), respectivamente.
Entonces v es un elemento g-invariante de Sym*g, mientras  puede ser escrito de la
forma

o= f?—(A@id)(f)+ (id® A)(f) - f2, (3.12)
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donde f es un elemento g-invariante simétrico de Ug @ Ug tal que (¢ ® id)(f) =
0= (id®¢e)(f). Mds atin, f esta determinado de manera vinica hasta por un elemento
via

f=l+A@)—vel-1®w, (3.13)
conv en el centrode Ugye(v) =0
Demostracion. Dado que Ry y Ry satisfacen (1.6a), mientras que ®1 y P9 satisfacen
(2.10), tenemos (A ® id)(r) — r'3 — r?3 = Altp/2. El lado izquierdo de esta igualdad
es simétrico en los primeros factores tensoriales, y el lado derecho es anti-simétrico. Asf

que ambos son 0; es decir Alty = Oy r € g@ Ug. Der € g@ Ugyr?! = r, sesigue
quer € Sym2 g. Como ¢1 y 2 satisfacen (1.2),(1.4), y (2.10), tenemos

e — (A®id®id)(p) + (id @ A ®@id)(p)

—([d®id® A)(p) +¢'* =0, (314)
(id®@e®id)(p) =0, (3.15)
! = —p. (3.16)

Usando en (3.14) las funciones ¢ ® €id ® id y id ® id ® € ® €, y usando (3.15),
obtenemos:

(e®id®id)(¢p) =0=(ld®id® e)(p). (3.17)

(3.14) dice que ¢ es un 3-cociclo en el complejo (3.7). De la proposicién 3.1 de [1],
si tal ciclo es g-invariante y satisface (3.15)-(3.17) y la condicién Altyp = 0, entonces se
puede representar en la forma (3.12), y la representacién es tinica hasta por substitucién
en la forma (3.13).

O

Sea A y ./ como arriba. De la misma manera que probamos Proposicién 3.2 uno
prueba lo siguiente.

Proposicién 3.3. Sea (M (7), N (7)) soluciones arbitrarias k-universales de las ecuacio-
nes (1.2),(1.4), y (1.6) tales que N (T) es simétrico, ¥ (1) = 1 + 7/2 + o(7). Enton-
ces torciendo via un F(7) k-universal simétrico uno puede convertir (M (1), N (1))
en (M (T), N (T)), donde T se expresa en términos de T por una formula del tipo
T =7+ O(7). Mis ain, T esta determinada por (M , N') de manera sinica, y F(T)
hasta por multiplicacion por (u=! @ u™L) - A(u), donde u se expresa en términos de T
por una formula k-universal de la formau =1+ O(T).

Proposicién 3.4. Sea (M (), N (7)) tal como en Proposicion 3.3. Entonces N (1) =
e/ 2 donde T se expresa en términos de T mediante una formula k-universal de la forma
T =174 o(T).
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Demostracion. Si R = e/, dondet € g ® g es simétrico y g-invariante, y I’ €
(Ug @ U @ g)][[h]] también es simétrico y g-invariante, entonces en la férmula (1.12)
R = R, pues [t, F| = 0 (basta usar la férmulat = (A(C) - C®1—-1® C)/2,
donde C' € Ug es el elemento de Casimir correspondiente a t). La versién k-universal
es también dierta: F(7)e™/2F(1)~! = ¢7/2 para todo F(7) k-universal. Por lo tanto,
usando Proposicién 3.3 al caso A (1) = €™/2 y .4 (1) definido por el sistema K Z (ver
§ 2), encontramos que .4 (7) = €7/? para algtin 7 de la forma 7 + o(7). Queda por

usar Proposicién 3.3 a un par arbitrario (.Z (1), A (7)). O

Prueba del Teorema A'. En el proceso de probar Proposicién 3.1 construimos elementos
Q-universales ® = .# (1) y R = A (1) que satisfacen (1.0)-(1.6) y la condicién R?! =
R,con N (17) =14+ 17/2 = o(r) y 4 (1) = 1+ O(7). De la proposicién 3.4 se
sigue que existe un 7 Q-universal de la forma 7 + o(7) tal que A (7) = 7/2. Asi que
® = #(7)y R = €/? satisfacen (1.1)-(1.6). Unicidad del Teorema A’ se sigue de la
proposicion 3.3. L]

Teorema A’ implica la existencia en el Teorema A. Unicidad es una consecuencia de
la siguiente proposicion.

Proposicién 3.5. Sea g un dlgebra por deformacion sobre k[[h]] (ver§1),y R € Ug®Ug
y® € Ug ® Ug ® Ug elementos invertibles g-invariantes que satisfacen (1.2), (1.4)
y (1.6a). Entonces torsiendo via un g-invariante ' € Ug @ Ug podemos convertir ®
y Ren A (h0) y /2, donde O es un elemento g-invariante de Sym*g. Mis atin,
F esta determinado unicamente hasta por multiplicacion por un elemento de la forma
(ut @ u™t) x A(u), donde u pertenece al centrode Ug yu =1 méd h,e(u) = 1.

Demostracion. Laprueba esbésicamente como la prueba anterior (ver Proposicién (3.2))
enel caso g = gg[[h]], donde gg es un dlgebra de Lie sobre k. Se diferencia en el siguien-
te punto. Supongamos R?! = R, & = .#(hf,) méd h",y R = /2 méd h"
para algiin g-invariante 0,, € Sym?2g. Sea 1y  las clases residuales  méd h de los ele-
mentos h~"(R—e"%n/2) y h="(®—. 4 (h0)), respectivamente. Tal y como en la prueba
de la Proposicién 3.2, uno muestra que 7 es un elemento invariante de Sym2 g0, donde
go = g/hg, mientras que ¢ puede ser representado de la forma (3.12), donde f es un ele-
mento simétrico invariante de Ugo ® U gp tal que (¢ ®id)(f) = (id®e)(f) = 0. Pero
para poder construir elementos g-invariantes simétricos 5, € Ug@Ugy 0,41 € gRg
tales que & = 4 (h, 1) méd K"y R = exp(hb,11/2) méd k™1, donde &
y R son obtenidos bajo torcién de @ y R via F},, ain debemos probar que r € Sym2 90
se extiende a un elemento invariante 7 € Sym?g, mientras que f € Sym?(Ug,) pue-
de ser elegido de manera que se extiende en un elemento invariante f € Sym?(Ug).
Para r podemos tomar 7(h~"(In R — 0/2)), donde 7 : Ug ® Ug — g @ gesla
proyeccién definida por la identificacién de Ug con Sym™g (estamos obligados a usar
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7, pues atin no hemos probado que In R € g ® g). Afirmamos que f existe si f fue
construido tal y como en la prueba de la Proposicién 3.11 de [1]. En efecto, si identi-
ficamos Ugg con Sym*gg de la manera usual, entonces Ugy ® Ugg se identifica con
Sym*(go ® o) = By " @s,, (Q*)®™, (Ugo)®® con ®ngy™ s, (Q°)*™, yel f
construido en [1] esiguala Lo (), donde Lg : (Ugo)®> — (Ugo)®? se define en térmi-
nos de ciertos operadores Sy,,-equivariantes ,, : (Q%)®™ — (Q?)®™. Por lo tanto po-
demos poner f = L(yp),donde p = h™"(® — . (h0)),y L : (Ugo)®* — (Ugo)®?
se define en términos del mismo d,y,.

Un problema similar surge al probar la unicidad de F' hasta por multiplicacién por
(™! @ u=t)A(u), y se resuelve de la misma forma.

O

Corolario 1. Bajo las condiciones de la Proposicion 3.5, R'R = " donde 0 es un
elemento g-invariante de Sym>g. En particular, si R*' = R entonces R = "/2,

Nota. 1) El corolario muestra que si A es un dlgebra envolvente universal con el A y el
usual, entonces (1.1) (1.6b) implican la igualdad (A ®id)(In(R**R)) = In(R3' R'3) +
In(R32R?3). El autor no ha sido capaz de deducir esta ignaldad directamente de (1.1)
<(1.62).

2) Una prueba similar a la Proposicion 3.5 se puede hacer por una proposicion andloga
respecto dlgebras cuasi-Hopf EUC cofronteras en el sentido de 3 de [1].

Prueba del Teorema B. Sea (A, A, e, ®, R) unilgebra cuasi-Hopf cuasitriangular EUC
sobre k[[h]].Sea R = R - (R*R)"'/2. De la proposicién 3.3 de [1], (4, A, €, P, R)
es una 4lgebra cuasi-Hopf EUC co-frontera. Por lo tanto, de la proposicién 3.13 de [1],
una torcién adecuada transforma (A, A, €) en U g con la comultiplicacién y la counidad
usuales, donde g es una dlgebra de Lie por deformacién. Ahora usa la proposicién 3.s.

O]

Notas. 1) Teorema B se puede probar sin el uso de la Proposicion 3.5 argumentando tal y
como en la prueba de la Proposicion 3.13 de [1].

2) Se puede hacer una sencilla descripcion de la categoria de dlgebras cuasi-Hopf cua-
sitriangular EUC (Proposicion 3.14 de [1] y la prueba sigue siendo valida en el caso cua-
sitriangular).

4. El Grupo de Grothendieck-Teichmiiller

Supongamos dada una categoria quasitensorial (ver § 1), es decir, una categoria C,
un functor ®, isomorfismos de conmutatividad y asociatividad, ademds de un objeto
identidad k con isomorfismos V @ k = V yk ® V' = V para todos los objetos
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V' € C(con diagramas conmutativos (1.7)-(1.9) ). Trataremos de cambiar los isomorfis-
mos de conmutatividad y asociatividad sin modificar el resto de la estructura que apare-
ce en la definicién de categorfa quasitensorial. Modificar el isomorfismo de asociatividad
Ve eV 3 1o (Ve V) equivale a multiplicarlo por un automorfismos
de (V1 ® Vo) ® V3. Observe queen (V @ V) ® V, donde V es un objeto de C, existe
una accién del grupo de cuerdas Bg3: el generador 01 € Bg determina el isomorfismo
¢ ® id, donde ¢ es el isomorfismo de conmutacién V@V 5 V @ V, y el generador
09 € Bs determina el isomorfismo a1 (id ® ¢)a, donde a es el isomorfismo de asocia-
@bn(VaV)eV 5 Ve (Ve®V). Delamisma manera, cada v € B3 determina un
isomorfismo (V1 @ Vo) @ V3 = (Vi, @ Vi, ) ® V;,, donde (i1, i2, i3) esla permutacién
correspondiente a @ !. Tenemos por lo tanto en (V; @ V3) ® V3 una accién del grupo
de trensas coloreadas K3 = Ker(Bs — S3). Asi, una eleccién de ¢ € K3 determina
un nuevo isomorfismo de asociacién. Similarmente, una eleccién de v € Ky determi-
na un nuevo isomorfismo de conmutacién. Cada ¢y € Ky es de la forma ¢ = o™,
donde o es el generador de By y m € 3. Por lo tanto cambiar el isomorfismo de con-
mutacién equivale a elevarlo a la potencia A = 2m + 1. Cada ¢ € K3 es de la forma
f(o2,03) - (0102)>", donden € Zy f(X,Y) es un elemento del grupo libre con
generadores X, Y (notemos que (102)> = (0201)> genera el centro de Bs). Para iso-
morfismos nuevos de conmutacién y asociacién los diagramas de la forma (1.8) siguen
siendo conmutativos, pero el pedir que (1.7), (1.92) y (1.9b) sigan siendo conmutativos
requiere condiciones en f, A y n. Conmutatividad de (1.9a) impone la condicién n = 0
y la relacién

F(X1, Xo) X7 (X3, X1) X5 f( X3, Xo) ' X5 =1
for X1X2X3 = 1,m = ()\ - 1)/2 (4.1)

Conmutatividad de (1.9b) también impone la condicién n = 0 y la relacién

F(Xo, X1) X (X5, X1) X5 (X3, Xo) ' XS =1
for X1 XoX3=1,m=(A—1)/2. (42)

(4.1) y (4.2) equivalen a
YV, X) = f(X,Y) 7, (4.3)
f( X5, X0) X5 f (X2, X3) X3 f( X1, X2) Xi" =1
for X1X2X3 = l,m = ()\ - 1)/2 (4.4)

Finalmente, conmutatividad de (1.7) impone la siguiente condicién en ¢ € K3:

93(p) - 01(p) = Do) - O2(¢p) - Du(p). (4.5)
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Aqui 9y () (respectivamente O4(¢)) se obtiene de la trenza ¢ al agregar una cuerda a
la izquierda (resp. derecha) de las tres existentes, mientras 0;(¢) paral < i < 3 se
obtiene de ¢ la reemplazar la i-ésima cuerda de trenza ¢ por dos cuerdas, una justo a la
izquierda dela otra (note que los K, forman un grupo cosimplicial, donde los morfismos
frontera sonlos 0; : K, — K1, mientras que los homomorfismos de degeneracién
0; : Kp41 — K, son obtenidos al borrar una de las n + 1 cuerdas). Es sabido [20] que
K, es generado por los elementos ;5,1 <4 < j < n, donde

zij = (0j g+ 07) 07 o(052--04) = (0j-1-+ 0iy1)07 (051 0ig1) ",

(4.6)
donde z;; estin definidos por las siguientes relaciones
(@ijis Tij) = (i, Tik) = (Qijr, Tjk) = 1,
donde i < j < k, Qijk = TijTikTjk, (4.7)
(xij,xkl) = (:rl-l,xjk) =1 parai <j< k<, (4.8)
(xik,x;jlxﬂxij) =1lparai <j < k<I. (4.9)

1

Aqui (u, v) significa wvu™ v ™1, En términos de x;;, (4.5) se escribe

f(x12, x23w24) f (213223, X34) = f(@23, x34) [ (122713, T2ax34) f (212, X23).
(4.10)

Asi, cada par (A, f), A € 1 + 27, que satisface (4.3), (4.4), y (4.10) determina una ma-
nera “natural” de construir de cualquier categoria cuasitensorial C' una nueva categoria
cuasitensorial C’, que difieren en el isomorfismo de conmutatividad y de asociatividad
(“natural” significa que si F' : C; — (' es un functor tensorial en el sentido de la
definicién 1.8 de [6], entonces F' es un functor tensorial de C — C%). Es facil de ver
que la correspondencia es biyectiva. La interpretacién de los pares (A, f) que satisfacen
(4-3), (4.4) y (4.10) como maneras de cambiar los isomorfismos de conmutatividad y aso-
ciatividad nos permite definir en el conjunto de tales pares una estructura de semigrupo

(A1, f1) - (A2, f2) = (N, f), donde

A= Ao,
FX,Y) = fi( (X, )X fH(X,Y)7LY) . f(X,Y). (4.1)

Ahora supongamos que (A4, A, e, @, R) satisfacen (1.1)-(1.6a). Entonces los A-mddulos
forman una categoria cuasitensorial (ver § 1). Sf cambiamos los isomorfismos de conmu-
tatividad y asociatividad por medio de un par (A, f) que satisface (4.3), (4.4), y (4.10), la
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categorfa cuasitensorial corresponde a (A4, A, ¢, @, R) donde

R=R-(R* R"™=(R-R*"Y" - Rm=(\—1)/2 (4.122)
é —d. f(R21R12, ¢_1R32R23¢)
= f(PR*'R12®~! R3?R®) . . (4.12b)

Las férmulas (4.12) definen la accién de el semigrupo de todas las parejas (A, f)
que satisfacen (4.3), (4.4), y (4.10) en la coleccién de conjuntos (A, A, e, @, R) satis-
faciendo (1.1) — (1.6a). Desafortunadamente, este semigrupo consiste solamente de el
elemento identidad (A = 1, f = 1) y lainvolucién (A = —1,f = 1) mandan-
do (A, A,e,®, R)en (A, A, e, ®, (R*)™1). Esto es una consecuencia de la siguiente
proposicién, debido a que de (4.10) f(X,Y") pertenece al conmutador del grupo libre en
los generadores X, Y.

Proposicién 4.1. Las ecuaciones (4.3) y (4.4), donde f(X,Y') pertenece al grupo libre
con generadores X e'Y, son satisfechas solamente por A = £1, f(X,Y) =Y X",

Demostracion. Si (X, f) satisface las ecuaciones (4.3) y (4.4), entonces esas también son
satisfechas por (A, f), donde f(X,Y) = Y7 f(X,Y)X?. De (4.3) se sigue que pa-

ra cierta s o f = 1 o la representacién no simplificable de f(X,Y) es de la forma

Xty =t % 0. Como fcurnple (4.4), el segundo caso es imposible, y en el primer
caso A = £1 O

Observemos que si k es un campo de caracteristica 0, entonces las férmulas (4.3),
(4.4), (4.10), y (4.11) tienen sentido aun si suponemos que A € k, mientras que f(X,Y)
pertenece a la completacién k-pro-unipotente del grupo libre con generadores X, Y, es
decir, f(X,Y') esuna expresion formal dela formaexp F'(In X, InY’), donde F'esuna
series formal de Lie sobre k. Asi ambos lados de (4.10) pertenecen a la completacién k-
pro-unipotente de K4, es decir, son de la forma e”, donde v pertenece al dlgebra cociente
de series formales de Lie en las variables §;;, 1 < 4 < j < 4 médulo el ideal correspon-
diente a las relaciones (4.7)-(4.9) para x;; = exp &;;.

Denotamos por GT (k) el semigrupo de pares (A, f) que satisfacen (4.3), (4.4), y
(4.10), donde A € ky f pertenece a la completacién k-pro-unipotente del grupo li-
bre. El grupo de elementos invertibles de GT (k) serd denotado por GT(k); lo llama-
mos la versidn k-pro-unipotente del grupo de Grothendieck-Teichmiiller. Es ficil ver que
GT (k) = {(\, f) € GT(k)|X # 0}. Resulta que (ver § 5, 6) el grupo GT (k) es bas-
tante grande: es infinito-dimensional, y el homomorfismo GT(k) — k* que manda
(A, f) a X es suprayectivo.

Si (A, f) € GT(k)y (A, A,e,®, R) es un EUC-dlgebra quasitriangular quasi-
Hopf sobre k[[h]], entonces las férmulas (4.12), tienen sentido. Asf, GT (k) actua en el
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conjunto de EUC-dlgebras quasitriangular quasi-Hopf. Las torciones (ver (1.10)~(1.12))
conmutan con la accién de GT (k). Supongamos ahora que A es Ug con la comultipli-
cacién usual, R = e/*/2 y ® = exp P(ht'?, ht?3), donde g es una dlgebra de Lie por
deformacién sobre k[[h]],t € g ® g es simétrico y g-invariante, y P es una series for-
mal de Lie sobre k. Entonces el Ry ® definidos por las férmulas (4.12) son de la forma
R = M2y & = exp P(ht'2, ht*®), donde P es una serie formal de Lie sobre k.

Podemos interpretar los elementos de GT (k) como endomorfismos de una cierta
completaciéon By, (k) del grupo B,,. Supongamos A, f satisfacen (4.3), (4.4), y (4.10),
con\ € 14+ 2Zy f(X,Y) perteneciendo al grupo libre en los generadores X, Y (olvi-
demos que solo hay dos pares (A, f) ). Sea V un objeto en una categoria cuasitensorial
C,VE2 =VeV,V® = V2RV, etc. En VO tenemos la accién de B,,. Cambiando
los isomorfismos de conmutacién y asociatividad en C' por medio de (A, f) daalugara
una nueva accién de B,, en V&™. Se obtiene de la nueva por medio de composicién con el
endomorfismo de B,, dado por o1 — 07,0 — f(yi,02) Lo} f(yi, 02) parai > 1,
donde Yi = 04—1°°°01 01" 04—1 (Cl’l la notacién de (4.6), Yi = T13T2 - Tij—14
). Ahora sea K, (k) la completacién k-pro-unipotente de Ky, y By, (k) el cociente de el
producto semidirecto de By, y K, (k) (los automorfismos Adg : K, = Ky, g € By,
se extienden a K, (k)) médulo el subgrupo de elementos de la forma x - 271, 2 € K,
donde « se entiende como un elemento de By, y 27! es un elemento de K, (k). Las
férmulas

A _ A .
01— 0’5 )’Ui - f(yl7012) 10—1( )f(yiagg)v 1<i<n, (4~I3)

Z()\) =0;- (012)()‘*1)/2, Yi = 0j—1---01 01 - 0j_1, define una accién por
la derecha de GT (k) en By, (k), que es fiel paran > 3. El endomorfismo (4.13) es com-
patible con los encajes By, (k) — Bp41(k) que mandan o; en 0y, y ellos inducen el au-
tormofismo identidad en los grupos Sy, = By, (k) /K, (k). El autor no sabe si cualquier
conjunto de autormofismos 7, € AutBy, (k) que tiene esas propiedades proviene de

donde o

un elemento de GT(k) (quizds los métodos de [15] puedan ilustrar esto). En todo caso,
(A)
1

en S3 tiene la forma (4.13) o, equivalentemente, la forma

el endomorfismo de B3 (k) que manda o en 07"’ eh induce el automorfismo identidad

o1 = o) 010901 = 010901 - [(0102)Y| AV (03, 03), (4.14)

donde f satisface (4.3) y (4.4). Conversamente, (4.3) y (4.4) implican que (4.14) de-
fine un endomorfismo de B3 (k).

A continuacién describimos, siguiendo [2], como construir un homomorfismo ca-
nénico Gal(Q/Q) — GT(Q), donde Q es la cerradura algebraica de Q en C (atin que
no usaremos esta construccion en lo que sigue). Denotemos por @ (respectivamente

@l) el semigrupo de todos los pares (A, f) que satisfacen (4.3), (4.4), y (4.10), donde f
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pertenece a la completacién pro-finita (respectivamente completacién pro-l) de el gru-
polibre,y A € 1 + 27 (respectivamente A € 1 + 27y). Aqui Z = lim,, Z/nZ. Los
grupos de elementos invertibles en GT yen GT ; son denotados GT y GT. Existen ho-
momorfismos naturales GT — GT;y GT; — GT(Q;). Lo que falta es construir un
homomorfismo Gal(Q/Q) — GT. Recordemos primero la construccién de Belyi[21],
de un homomorfismo Gal(Q/Q) — Autl, donde I es el cociente de Bs por su centro,
y Tesla completacion pro-finita de I'. Existe un isomorfismo canénico I' — 71 (M, z),
donde M es el almiar que es el cociente de CP! — {0,1, 00} por el grupo S5 de trans-
formaciones proyectivas que permutan 0, 1, 00, y x es la imagen de un punto en CP!en
el eje real cerca del 0. Asi T = Gal(F /E) donde E es el subcampo de S3-invariantes en
Q(2) (S5 acttiaen z dela manera indicada arriba), y F" es la extensién algebraica maximal
deQ(2)en L = U, Q((2*/™)) que no es ramificada fuera de o,1,00. El grupo Gal(Q/Q)
actiaen L, dejando E'y F invariantes. As{ Gal(Q/Q) acttaen Gal(F/E) = T Elsub-
grupo H C r que es topoldgicamente generado por laimagen de 01 € B3 es invariante
con respecto a Gal(Q/Q), y la accién de Gal(Q / Q) en el grupo cociente S3 de Tesla
identidad. El semigrupo de endomorfismos ¢ : T — T tales que p(H) C Hylaac
cién de ¢ en S3 es la identidad es anti-homomorfico al semigrupo de parejas (A, f) que
satisfacen (4.3) y (4.4), donde A € 1 + 27 y f pertenece a la completacién pro-finita
del grupo libre: la pareja (A, f) corresponde (ver (4.14)) al endomorfismo ¢ : r»T
tal que p(71) = E{‘, ?(616201) = 510201 f(52,532°2), donde 7; es la imagen de 01
en I'. Para obtener un isomorfismo entre los grupos de elementos invertibles de los dos
semigrupos, combinamos el antihomomorfismo con el homomorfismo y — y~ 1.

Queda por demostrar que los pares (A, f) correspondientes alos elementos de Gal(Q/Q)
satisfacen (4.10). Esto se puede interferir de § 2 de Grothendieck [2]. Es propuesto en
[2] considerar, para cada g y v, el ’Grupoide de Teichmiiller’ T} ., es decir, el grupoide
fundamental del almiar modular My, de superficies compactas de Riemann X de géne-
ro g con v puntos distinguidos 1, - - - , . El grupoide fundamental difiere del grupo
fundamental en que uno elige no uno, sino varios puntos distinguidos. En el caso pre-
sente es conveniente elegir los puntos distinguidos en “el infinito” (ver § 15 de [11]) de
acuerdo a los métodos de “degeneracién mdxima” del conjunto (X, z1,- - ,,). Da-
do que la degeneracién del conjunto (X, 1, - - - , &, ) resulta en el decrecimiento de gy
v, los grupoides T ,, para distintas g y v/ estin conectados por ciertos homomorfismos.
La coleccién de todos los T} ,, y todos los homomorfismos es llamada en [2] la torre de
Teichmiiller. Se observa en [2] que existe un homomorfismo natural Gal(Q/Q) — G,
donde G es el grupo de automorfismos del andlogo pro-finito de la torre de Teichmiiller
(en la que Ty, se reemplaza por la completacmn pro- -finita Tg v). También se men-
ciona en [2], como una conjetura posible, que T[) 4y t1.1 en un sentido determinado
generan la torre {Tg,y} por completo y que todas las relaciones entre generadores de la
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torre provienen de fg 4, ﬁ 1, f() 5 Y fl 2. Esta conjetura fue probada, aparentemente,
en el apéndice B de el articulo de fisica [22]. En todo caso, es ficil ver que To 4 gene-
ra la subtorre {Tg vt }>y que todas las relaciones en {To v} prov1enen de To 4y To 5. Se
puede mostrar que GTesel grupo de automorfismos de la torre {To v }. Efectivamente,
un automorfismo de la torre esta determinado de manera tnica por su accién en {T0,4},
es decir, en L. Esta accién se describe por una pareja (A, f) que satisface (4.3) y (4.4), y
(4.10) es necesaria y suficiente para extender el automorfismo de fOA auno en T\075. La
conjetura de Grothedieck implica que el grupo de automorfismos de la torre {fgﬂ,} que
son compatibles con el homomorfismo natural fo 4y =T 1,1 (a un cuddruple de puntos
en P! se les asigna la doble cubierta de P ramificada en esos puntos) coincide también
con GT : si un automorfismo de TQ .4 se extiende a uno de To 5, entonces también se
extiende a uno de T172, pues, de acuerdo con [2], M 2 es casi igual a Mo 5.

El homomorfismo Gal(Q/Q) — GTes, por el teorema de Belyi [21], inyectivo. El
estudio del kernel y la imagen del homomorfismo Gal(Q/Q) — GT; has sido el tema
de varios articulos (ver [11-14] y la literatura citada ahi).

5. Prueba del Teorema A”

Sea k un campo de caracteristica 0, ft;, (A, B) el dlgebra formal de series de Lie sobre
k en las variables A y B (ft proviene de “free”, libre), Fri,(A, B) = expft,(A,B)y
M, (k) es el conjunto de ¢ € Fri(A, B) que satisfacen (2.13), (2.14), donde

X = X9 [ XU X" = Oparai # j #r #1,
(XY 4+ X X" = Qparai # j # 7. (s.1)

Sea a¥ la completacién (con respecto a la graduacién natural) de el dlgebra de Lie
sobre k con generadores X%, 1 < i < n,1 < j < n,i # j, y relaciones (5.1). Para
n > 3lasdlgebras afl no son libres, pero se reducen alibres: af’; es el producto semidirecto
de ak_, y el dlgebra topoldgicamente libre generada por los X, 1 < i < n — 1 (este
dltimo es un ideal en a¥). Paran = 3 hay una realizacién mds conveniente: a¥ es la
suma directa de su centro, generado por el elemento X 124 X134 X23, y el dlgebra
topolégicamente libre generada por X 12 y X 23 Por lo cual (2.14a) es equivalente a dos
igualdades, una de las cuales se obtiene al substituir X2 = A, X?3 = B, X3 =
—A — Bylaotraal substituir X 12— X238 —(.La segunda igualdad es tautoldgica, y
la primera es de la forma

eA2p(C, A)eCPp(C, B) P2 p(A,B) =1, A+ B+ C = 0. (5.22)
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Similarmente, (2.14b) es equivalente a la igualdad

(B, A) "t 2p(C, A)eC?p(C, B)'eP/2 =1, A+ B+ C =0. (5-2b)

obtenida al substituir X12 = O, X2 = B, X3 = A.(5.2a) y (5.2b) implican (2.12).
Por otra parte, si (2.12) es cierta, entonces (5.2a) y (s.2b) equivalen a la igualdad

eA2p(C, A)eC?p(B, C)eP?p(A, B) =1,A+ B+ C = 0. (5.3)

Asi, M (k) es el conjunto de los ¢ € Fri(A, B) que satisfacen (2.12), (5.3), y (2.13).
Sea M,,(k) el conjunto de ¢ € Fri (A, B) que satisface (2.12), (2.13), y la igualdad ob-
tenida de (5.3) al reemplazar eA/2 eBI2 C/2, por el A2 etBI2 onCl2 Sea M (k) =
{(.o)lw € ko€ My(k)ty M(k) = {(n, ) € M(k)|p # 0}. En M (k) hay una
accién de GT (k) : un elemento (A, f) € GT(k) manda (i, p) € M(k) en (A, @),

donde B(A, B) = f(p(A, B)et (A, B) 1, ¢P) x oA, B) (cF.(4.12)).
Proposicién s.1. La accidn de GT(k) en M (k) es libre y transitiva.

Demostracion. Si (u, ) € M(k ) (m,p) € (k), entonces existe exactamente un f
talque (A, B) = f(p(A, B)edp(A, B)™, eP)-¢(A, B). Debemos demostrar que

(N, f) € GT(k),donde A = i/ p. Probemos (4.10). Sea G, el producto semidirecto
de Sy, y exp a,]fL. Considere el homomorfismo B,, — G, que manda o; en

@(Xli .. ._i_Xifl,i’ Xi,iJrl)flo.i,i+1erivi+1/2 « gO(X”—i-- . __,'_Xifl,i’ Xz‘,z'+1)7
donde 6% € S,, transpone i y j. El induce un homomorfismo K,, — exp a¥ . y por lo
tanto un homomorfismo oy, : K, (k) — exp ak, donde K, (k) es la completacién k-
pro unipotente de K. Es ficil ver que el lado izquierdo y derecho de (4.10) tienen la mis-
ma imagen en exp af. Basta probar que oy, es un isomorfismo. El dlgebra de Lie K, (k)
es topoldgicamente generada por los elementos &;;,1 < i < j < n, con relaciones
obtenidas por (4.7)-(4.9) substituyendo #j; = exp&;;. La parte principal de esas rela-
ciones es las mismas que (s.1), mientras que (v, )« (&) = X" 4 { términos menores},
donde (v, )« : Lie K, (k) — af esinducido por el homomorfismo c,,. Concluimos
que oy, es un isomorfismo, es decir, probamos (4.10). (4.3) es obvio. Para probar (4.4),
podemos interpretar lo en términos de K3 y argumentar como en la prueba de (4.10), o,
lo que es lo mismo, hacer la substitucién

X1 = e, Xy = e M2p(B, A)ePp(B, A) e, X5 = o(C, A)eCp(C, A) 7,

(5-4)
donde A+ B +C =0. O
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Identificando M (k) con el cociente de M (k) por la accién natural de k* (¢ € k*
manda (p, @) en (cu, @), donde p(A, B) = p(cA, cB)), obtenemos una accién de
GT(k) en M, (k). La proposicién s.1 dice que el subgrupo GT1(k) = {(A, f) €
GT(k)|A = 1} acttia libre y transitivamente; y si M1 (k) # (), entonces la sucesién
1 — GTi(k) — GT(k) % k* — 1,donde v()\, f) = A, es exacta y a cada
¢ € M; (k) le corresponde un homomorfismo 0, : k* — GT(k) talque v o 6, = id,
mientras que 0, (k*) es el estabilizador de ¢ en GT(k).

Denotamos las 4lgebras de Lie de los grupos pro-algebraicos GT (k) y GT (k) por
gt(k) y gt; (k). Substituimos f(X,Y) = expey(InX,InY)y A = 1+ esen

4.3),(4.4), y (4.10), y linearizados con respecto a €, veremos que gt(k) consiste de pares

(
(s,),s € k Y € fri(a, B), tales que

w(avﬁ) = _w(ﬂva)a (5'5)

V(e B) +0(B,7) + (v, a) + %(a +B8+47)=0,conesPe’ =1, (5.6)

P (€12, 23 * Eaa) + V(&3 * E23,&34) = V(€a3, E34)+
+1p(&12 * €13, 24 * E34) + 0 (&12,623)- (57)

Aquiu x v = In(e"e"), y los &;; satisfacen las relaciones obtenidas de (4.7)-(4.9) al
substituir 2;; = exp &;;. El conmutador en gt(k) tiene la forma [(s1, 1), (s2,%2)] =
(0,v),donde ) = [1h1, 2]+ 52D (1) — s1.D(12) + Dy, (1) — Dy, (12), donde D
y Dy son derivaciones de fty, (v, ) tales que D(ov) = o, D(B) = B, Dy(a) = [¢, @],
y Dy (B) = 0.

Si M1 (k) # (), entonces la sucesién

0 — gty (k) = gt(k) 5 k = 0,v.(s,9) = s, (5-8)

es exacta, y a cada ¢ € M (k) le corresponde un escisién, definida por el 4lgebra de Lie
del estabilizador de p en GT (k).

Proposicién s.2. El mapeo My (k) — { escisiones de la sucesion (5.8)} es biyectivo. En
particular, la exactitud de (5.8) implica que M (k) # 0.

Demostracion. El mapeo manda ¢ € M (k) en la escisién definida por el elemento

(1,v) € gt(k), donde 1 se obtiene de la condicién

p(A, B)™! - — ot A tB)|i=1 = (A, 0(A, B)'Bp(A, B)).  (5.9)

dt

Dado 1), existe exactamente un ¢ € Fry(A, B) que satisface (5.9). En vista de (5.5),
(5.9) sigue siendo valido si (A, B) es reemplazado por (B, A) L.

Concluimos que
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©(A, B) = (B, A)~L. Probaremos (s.3). Denote el lado izquierdo de (5.3) por Q(A, B).

Entonces

QA B) LQA 1B) s = w(A, B) +4:(B,T) + (T, ) +
donde A = Q(A, B)"'AQ(A, B), B = ¢(A, B)"'Bp(A, B),
C = (A, B) e B2p(B,C)"'Cp(B,C)el2p(A, B).
Supongamos que hemos probado que Q(A, B) =1 mdd grado n (esdecir, Q(A, B) =
14 términos de grado mayor oigual quen). SiQ(A, B) = 1+¢(A, B) méd grado (n+
1), donde g eshomogéneo de grado n, entonces el lado izquierdo de (5.10) es congruente
conng(A, B) méd grado (n + 1). Como eBe® = e=4/2Q(A, C)e4/2Q(A, B),
encontramos, que si @, 3, yy son las clases residualesde A, B—q(4, B),yC—q(A4, C)
méd grado (n + 1), entonces e*e’e” = 1. Asf se satisface (5.6) con s = 1. Por lo tanto
ellado derecho de (5.10) es congruente con ¢(A, B) +¢(A, C) méd grado (n+1). De
la definicién de Q se sigue que ¢(A, C') = q¢(B, A). Asi, ¢(B, A) = (n — 1)q(A, B).
Entonces, ¢ = 0 (paran = 2, esto se sigue de que ¢(A, B) es un polinomio de Lie y
por lo tanto proporcional a [A, B]).
Queda por demostrar (2.13). Denotemos el lado izquierdo de (2.13) por f, y el lado
derecho por g. Supongamos que hemos probado que f = g mdd grado (n). Para
probar que f = ¢ méd grado (n + 1), basta probar que

L d

x12 x13 ...
FX12 X081

FEX2 X130

d
=g(x2 x13 ... )7lag(tX12,tX13, -+ )|t=1 mod grado (n + 1),

es decir, que

Y(a, B) +(v,0) = (N, 0) +¥(p, v) + (o, A) mdd grado (n + 1), (s.11)

donde

o = X1276 — f*l(XQS +X24)f,’)/ — X13 +X23,
§ = @(Xlg +X23,X34)_1X34@(X13 —|—X23,X34),
A= (p(X12?X23)71X23(‘O(X127X23)7
= 90(X127X23)_1(X12 +X13)QD(X12,X23),
U= S0()(127)(23)71@()(12 —|—X13,X24 +X34)71X
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X(X24 +X34)QO(X12 +X13,X24 +X34)QO(X12,X23).

Usando (2.12), (5.3), y la congruencia f = g mdd grado (n), construimos (ver la
prueba de la proposicién 5.r) un homomorfismo h : Ky (k) +— exp(a%/I), donde I =
{a € a¥la = 0 mdd grado (n + 1)}. Entonces en (s.7) poniendo &;; = In h(z;;),
donde las x;; son definidas por (4.6), obtenemos (s.11). []

Proposicién s.3. M (k) # @.

Demostracion. Debido a que M7 (C) # @ (ver § 2), la sucesion (5.8) es exacta para k =
C. Entonces M;(Q) # @ (ver Proposicién s.2 ) y, mas aun M (k) # &. Otra versién
de la prueba: dado que la composicién del homomorfismo Gal(Q/Q) — GT(Qy) (ver
4)y el homomorfismo v : GT(Q;) — Q% es el homomorfismo f : Gal(Q/Q) — ZF
definido por la relacién o~ (¢) = ¢f(@), donde ¢" = 1,0 € Gal(Q/Q), se sigue que

la imagen de v es infinita, la sucesion (5.8) es exacta para k = (Q, etc. O
Se sigue que Teorema A” (ver § 1) esta demostrado.

Proposicién s.4. Elconjunto Mi" (k) = {¢ € My (k)|p(—A, —B) = (A, B)} esno
vacid. En este conjunto actia el grupo GT (k) = {(\, f) € GT(k)|f(X L, Y1) =
f(X,Y)}, ylaaccion en My (k) por el subgrupo GT+ (k)N GTy (k) es libre y transitiva.

Demostracion. Mt (k) es el conjunto de elementos invariantes bajo o de Mj (k), donde
o € GT(k) eslainvolucién correspondiente a A = —1, f = 1. Dado que (5.8) tiene
una escision invariante bajo o, tenemos que M;" (k) # @. El resto es obvio. O

Now. ¢rz(—A,—B) # vxz(A, B) (ver (215), (2.17), 0 (2.18)))

La prueba previa de la Proposicién 5.4 no es constructiva. Nuestro objetivo siguiente
es probar la Proposicién 5.8, en donde se mostrara que es posible construir elementos de
M (k) por aproximaciones sucesivas. Para este objetivo introduciremos la siguiente mo-
dificacién GRT (k) del grupo GT (k). Denotamos por GRT (k) el conjunto de todos
los g € Fri(A, B) tales que

9(B,A) =g(A,B)™, (s.12)
9(C,A)g(B,C)g(A,B) =1paraA+ B+ C =0, (5.13)
A+ g(A,B)'Bg(A,B) +g(A,0)"'Cg(A,C) =0
para A+ B+C =0 (5.14)
g(Xl2,X23 +X24)g(X15 —|—X23,X34)
— g(X23,X34)g(X12 + X13,X24 + X34)g(X12,X23), (5-15)
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donde los X%/ satisfacen (5.1). GRT} (k) es un grupo con la operacién

(910 92)(A, B) = g1(92(A, B)Ag2(A, B) ™, B) - g2(A, B). (5.16)

En GRT1 (k) estadefinidalaaccién de k*,dadapor (A4, B) = g(c 1A, ¢ !B),c €
k*. Denotamos por GRT (k) al producto semidirecto de k* y GRT (k). El dlgebra de
Lie grt; (k) del grupo GRT (k) consiste en series ¢ € fti.(A, B) tales que

(B, A) = —(A, B), (5.17)

P(C,A) +Y(B,C)+ (A, B) =0paraA+ B+ C =0, (5.18)

[B,¥(A,B)] + [C,¢(A,C)=0paraA+B+C=0 (5.19)
BX12, X2 4 X2 4 op(XB 4 X2, X3

— w(X23’X34) + w(X12 +X13,X24 +X34) +w(X12,X23>, (S.ZO)

donde las X¥ satisfacen (s.1). Un conmutador <, > en gtt, (k) es de la forma

< 1,2 >= [, Y] + Dy, (1) — Dy, (¥2), (5.21)

donde [1)1, 1)2] es el conmutador en ft, (A, B) y Dy, es la derivacion de fti (A, B) da-
ta por Dy (A) = [¢, A], Dy(B) = 0. El dlgebra grt; (k) es graduada, y el dlgebra de
Lie grt; (k) del grupo GRT (k) es la suma semi directa del dlgebra de dimensién 1 k y
gtty (k), donde k acttia en grt (k) de la manera siguiente: 1 € & transforma un elemen-
to homogéneo ¢ € grt; (k) de grado n en —nap.

Notas. 1. gty (k) tiene la filtracion cuyo termino n-ésimo es {(0,v) € gty (k)|
=0 mod grado n}. Podemos usar la filtracion para construir una dlgebra de
Lie graduada completa gegty (k). Se mostrara (ver proposicion 5.6) que grgty (k) =
gtty (k). Esta es la razdn por la que usamos las notaciones grt, GRT. No es di-
ficil de probar la inclusion grgty (k) C gty (k): (s.19) se sigue de la relacion
W(a, ) — e (e, B)e” + eMp(a,v)e™ — P(a,y) = 0, donde (0,7) €

oty (k),ee’e? = 1. A su vez, esto se sigue del resultado andlogo valido en
GTi(k):si (1, f) € GTi(k), entonces

X1+ f(X1, Xo) ' Xof (X1, Xa) - (X1, X3) 1 X3 f( X7, X3)
= Xl[(XZaXI)XZfSXSaXQ)Xi%f(XlaXS)
= f(X2, X1) f(X3, X2) f(X31,X3) =1

para X1XoX3 = 1, donde Xg = XngXf1 = X?:ngXg. Sin embargo no
es necesario verificar (5.19) (ver Proposicion s5.7).
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2. La coneccion entre GT1(k) y GRT (k) también se puede explicar de la siguiente
manera: si {gc} es una familia de elementos de Fri(A, B) ral que (1, f) €
GT1(k) parae # 0, donde f-(X,Y) = g-(e ' In X, e~ InY), entonces go €
GRT (k).

3. GRT1(k), y GT(k) tienen una interpretacion caregérica. Sea C una categoria
tensorial, y supongamos que hemos fijado antomorfismos Ty, € Aut(V @ W),
que son functorialesen V.W € C, con cywTv,w = Tw,vev,w y

InTuevw = idy @ InTyw + (¢, © id)(idy @ Inryw)(coy @ id),

donde c es el isomorfismo de conmutatividad (por supuesto, uno primero debe fijar
las condiciones necesarias en C' y T para que la igualdad tenga sentido; ejemplo
tipico: C' es la categoria de Ug mddulos completos h-ddicamente, y Ty es el
operador en’ VR W correspondiente a e € Ug®@Ug, donde g y t son los objetos
definidos en § 1) Asumiendo que todas las expresiones de la forma g(InTyy @
idw ,idy @InTy ), donde g(A, B) € FRy(A, B). Entoncessi g € GRT (k)
y consideramos g(InTyy & idw,idy @ InTyw) como nuevo isomorfismo de
asociatividad (U @ V) @ W — U @ (V @ W) sin cambiar ¢ ni T, entonces

obtenemos una estructura del mismo tipo que la estructura original.

La formula (A, B) = p(g(A,B)Ag(A, B)™Y, B) - g(A, B), donde ¢ €
M, (k) y g € GRT(k), define una accion derecha de GRT1 (k) en M, (k). Esto
induce una accion de GRT (k) en M (k) = {(i, p)|p € M, (k)}. Las formulas
G(A,B) = p(crA,c™IB) y i = ¢ tp, donde ¢ € k*, definen una accion
de k* en M (k). Como resultado, obtenemos una accion derecha de GRT(k) en
M (k). Esta accion conmuta con la accion izquierda de GT(k).

Proposicién s.s. La accion de GRT(k) en M (k) es libre y transitiva. La accion de GRTy
en My (k) también tiene esas dos propiedades.

Demostracion. Es suficiente con probar el segundo enunciado. Si ¢, @ € M; (k) enton-
ces existe exactamenteun g € Fry, (A, B) talquep(A, B) = ¢(g(A, B)Ag(A, B)™1, B)
x g(A, B); explicitamente,

g(A,B) = X(@(A,B)A@(A,B)_I,B)~¢(A,B), (5.22)

donde x € Fri(A, B) esinversaa ¢ con respecto a la operacion (5.16), i.c.,
x(¢(A, B)A¢(A, B)~1, B) - $(A, B) = 1. Siguiendo los pasos de la prueba de la
Proposicién 5.1, encontramos que (0, f) € GT(k),donde f(X,Y) = x(In X,InY).
La ecuacién (s.22) dice que g es el resultado de la accién de (0, f) en @, y por lo tanto
g € My(k),i.e., g satisface (5.12),(5.13) y (5.15). Ahora usaremos la igualdad
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In X1 + X172 £(X1, Xo) P In Xy - £(X1, X2) X, /2
+f(X1, X3) "' In X3 - f(X1, X3) =0, (5:23)

donde X1 X2X3 = 1, demostrado por la substitucién (s.4). Finalmente, haciendo una
substitucién como (5.4) en (5.23) con ¢ reemplazada por ¢, y usando (5.22), obtenemos

(5.14)- O

De la Proposicién 5.1y Proposicién s.5 se deduce:

Proposicién 5.6. Cada p € M (k) determina un isomorfismo s, : GRT(k) = GT(k),
que se caracteriza por el becho de que v € GRT(k) actia on @ por la derecha de la
misma manera que S, () actia por la izquierda. El diagrama

GRT(k) ———— GT(k)
\ /

es conmutativo, de tal manera gue s,(GRT(k)) = GTi (k). La escision de la secuencia
(5.8) que corresponde a p € My (k) esta definida por el homomorfismo s, 0 i : k* —
GT(k), donde i es el encaje candnico k* — GRT(k). Finalmente, grgt, (k) = grty (k),
y sip € Mi(k), entonces s, induce la funcion identidad grt, (k) — grgty (k).

Proposicién s.7. (5.17), (5.18) y (5.20) implican (5.19).

Demostracion. Denote el lado izquierdo de (s.19) por s(B, C'). Entonces s(B,C) =
s(C, B). Mas aun,

s(Y1,Y2) = s(Y1,Y2 + Y3) + s(Y1 + Y2, Y3) — 5(¥2,Y3) =0, (524)

donde los Y; son generadores del dlgebra libre de Lie. En efecto, denote el lado izquierdo
de (5.24) poru(Y1, Ya, Y3). Entonces se sigue de (5.17) y (5.18) que u( X 14, X 24, X34) =
(X144 X241 X34 1234) [ 14y x24 1243 (X4 1423 donde ;1234 = {ella-
doizquierdo de (5.20) } — { el lado derecho de (5.20) }. Entonces, (5.17), (5.18), y (5.20) im-
plican (s5.24). Falta probar que si un polinomio simétrico de Lie s(B, C') satisface (5.24),
entonces s = 0. Es bien sabido que si s(, y) es un polinomio ordinario (conmutativo)
en dos conjuntos de variables 2 = (z(), -  2™)yy = (M ... y(™) tales que
s(y,x) = s(x,y) y sesatisface (5.24), entonces s esdelaforma f(x+y) — f(z) — f(y).
Esto se puede observar (ver la prueba de [1, Proposicién 2.2]) al representar el espacio de
polinomios homogéneos s(X,Y") de grado n en la forma V,,, ®g,, Wiy, donde V;,,

(1) (”)), o = ( 1 (n)),

es el espacio de polinomiosen 1 = (277, , 23 , T, Tyt T,
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lineal en cada x;, y Wy, es un \S;;, modulo apropiado. El mismo argumento aplica al
caso de Lie (por V;;, debemos considerar el espacio de todos los polinomios de Lie en
m variables, lineal en cada variable); pero ahora f(z) es un polinomio de Lie en z, i.e.,
f(z) = cx,c € k. Entonces s = 0. O

Pongamos ft\') (A, B) = frz(A, B)/I,, donde I, = {u € feu(A, B)ju = 0
méd grado r}. Sea Frl(:) (A,B) =exp ftg) (A, B),ysea Ml(r) (k) el conjunto de todos
los ¢ € Fr,(:) (A, B) que satisfacen (2.12), (5.3), y (2.13) m6d grado r.

Proposicién 5.8. La funcién Ml(rﬂ) (k) — MI(T) (k) es suprayectiva.

Demostracidn. Similarmente a GRT (k) consideramos al grupo GRTY) (k), consisten-

te de todos los elementos g € Fr,(;)(A, B) que satisfacen (5.12)-(s.15) méd grado n.

Similarmente a la Proposicién s.s podemos probar que GRTY) (k) actaen M I(T) (k) de

manera librey transitiva. Basta probar que el homomorfismo GRTYH) (k) — GRTY) (k)

€S suprayectivo. Como ambos grupos son unipotentes y pOI' lo tanto conexos, basta con

probar suprayectividad del homomorfismo gttgrﬂ) (k) — gttgr) (k). Y de hecho, de
(r)

la Proposicion 5.7 se sigue que grt; * (k) es la suma de los componentes homogéneos de
grt; (k) de grado menor que r. O

Nota. 1. Cualguier ¢ € Ml(r)(k:) tal que (—A, —B) = p(A, B) se puede ex-
tender a @ € M1(r+1)(k‘) tal gue o(—A, —B) = @(A, B): basta con poner
©(A,B) = (p(A,B) + ¢(—A, —B))/2, donde ¢ es cualquier imagen inversa
de v en Ml(H_l)(k).

2. La prueba de la Proposicion 5.8 usa la Proposicion s.3. Sin usar la Proposicion 5.3,
uno puede mostrar, por métodos estandares en la teoria de la deformacion, que

la obstruccion a la existencia, para alguna o € M 1(T) (k), de una imagen inversa

en M 1(T+1) (k) pertenece a la componente r-esima del cuarto grupo de cobomologia
del siguiente complejo L*. Primero considere un complejo L, donde L™ es la suma
directa algebraica de los componentes homogéneos de ok, y la diferencial en L* es
tal que para cada dlgebra de Lie/k § y cada invariantes simétricot € g ® g el
homomorfismo af — (Ug)®™ que manda XV en t¥9 define un morfismo de
L* al complejo C*(g) (ver (3.7)) C*(g) contiene el subcomplejo de Harrison-
Barr C*(g) (©C™(9) es el super dlgebra de Lie generada por el espacio vectorial
Ug, cuyos elementos se consideran impares, donde ©,C™(g) es un dlgebra libre
asociativa). En [23] una proyeccion e, € Q[Sy] es construida tal que C"(g) =
en - C™(g); asaber, e, = (n!) 1> _e(0)co -0, donde o € Sy, e(0) es el signo
deo,yc, = (=1)%!(n —1—a)!, a = Card{klo™ (k) > o7 (k +1)}.

31



El complejo L* esta definido por la formula L™ = ey, - L™. El autor no sabe si
su cuarto grupo de cobomologia H* es igual a 0. Es ficil ver que H" = L™ = 0
paran < 2, dimH 2 = diml? =1, y H 3 es la suma directa algebraica de los
componentes homogéneos de get; (k).

Proposicién s.9. (5.12), (5.13), ¥ (5.15) implican (5.14). En otras palabras, GRT1 (k) =
My(k).

Demostracion. Basta con mostrar que si ¢ € Mo(k), ¢ = 1 méd grado n, entonces
el resultado de la accién en ¢ por algin g € GRT{(k),donde g =1 mdd grado n, es
congruente con 1 méd grado (n+ 1). En efecto, sea 1 la componente de grado n dela
serieln ¢ € fr, (A, B). Entonces ¢ satisface (5.17), (5.18), y (5.20), y por lo tanto también
(5.19), i.e., @ € grty (k). Por lo tanto podemos poner g = Exp(—1)), donde Exp es la
funcién exponencial grt; (k) — GRT} (k) correspondiente a la operacién (5.16). [

Notas. 1. Con la aynda de la Proposicion 5.9 0 su método de prueba, es sencillo obtener
una prueba de la Proposicion 5.5 mas simple que la expuesta arriba, pero usando
Proposicion 5.;.

2. Aqui hay un bosquejo de otra prueba de la Proposicion s.z. Denote por Spl(k) el
conjunto de homomorfismos k — gt(k) que escinden (5.8). Ponga GTo(k) =
{(\, f) € GI(k)|A = 0} y GT((k) = {(0, f) € GTo(k)|f satisface (5.23)}.
En el proceso de probar la Proposicion 5.5 construimos una funcion My (k) —
GT(, (k). Es facil ver que es biyectiva. Por otra parte, un elemento de Spl(k), o, lo
que es lo mismo, un elemento de gt(k) de la forma (1,)), determina a un subgrupo
uni-paramétrico vy : k* — GT(k). A priori, y es una funcion formal (i.e., y(\)
se expresa en términos de series formales en X — 1), pero de hecho X es regular y,
mas aun, se extiende una funcion regular (i.e., polinomio )1 : k* — GT(k). Esto

se sigue de y(\) = (X, f)), donde
AAY) = 0O Y) X - (X)) AIY) - f (X, 1),

Fijemos f = fo. Entonces (0, f) € GT{,(k). En efecto, pues (X, fr) € GI(k)
y (—1,1) € GI(k), tenemos (=X, fr) = (—1,1) - (A, fr) € GI(k), y pa-
ra probar (5.23) es suficiente con substraer de la igualdad (4.4) para (X, f\) la
ignaldad (4.4) para (—\, fr), dividir por X y dejar X tender a 0. La composicion
Spl(k) — GTy(k) — M, (k) es inversa a la funcién M, (k) — Spl(k) usado en
la Proposicion s.z.

3. Enrealidad, GTo(k) = GT{,(k). En efecto, elije p € M (k), y sea g el resultado
de la accion de (0, f) € GTy(k) en . Entonces g € My(k). Por lo tanto g €
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GRT1 (k) (ver la Proposicion 5.9). Si p es el resultado de la accion derecha de g=*
en p, entonces el resultado de la accion izquierda de (0, f) en § es 1, ie., (0, f)
es la imagen de § bajo la funcién candnica My (k) — GT} (k).

. Agui bay otra prueba del Teorema B. Fije ¢ € M (k), y sea (0, f) el elemen-
to correspondiente en GT((k). Sea (A, A, e, ®, R) una dlgebra quasitriangular
guasi-Hopf EUC sobre k[[h]]. Bajo la accidn del elemento (0, f) € GT{ (k) en
(A, A, e, @, R) (ver (4.12)), obtenemos una dlgebra triangular quasi-Hopf EUC
(A, A e, ®, R) (triangular es quasitriangular mas la igualdad R** = R~). De
las Proposiciones 3.6 y 3.7 de [1], una torsion elegida cuidadosamente hace R=1y
® = 1, y entonces (A, A, €) es el dlgebra envolvente universal de algsin dlgebra por
deformacion de Lie g sobre k[[R]]. En esta situacion definimost = 2h™" - In R
y mostramos que t es un elemento simétrico invariante bajo § de g & g, donde
O = (ht'? ht?3). Como R = 1, tenemos R*' = R, ie., t*' = t. De (1s)
se sigue que t es invariante bajo g. Substituyendo X1 = (A @ id)(R¥R)™1,
X9 = (R12)71(@213)71R31R13(@213)R12) 9y X3 — ¢71R32R23q) en (5‘23))
y usando el hecho que Xl_1 - R2'RY2 conmuta con X1, Xo, X3, deducimos que

(A®id)(In(R2'R)) =& - In(R®2R*»). 3
H(R?)L@) L In(RMRB) . TR,
ie (A ®id)(t) = t'3 + 3. Entonces, t € g ® g. Finalmente, tenemos
o(x(A, BYAX(A, B)™, B) - x(A, B) = 1, donde (A, B) = f(e",¢P)
(ver la prueba de la Proposicion s.5). Poniendo A = h - ®t1/20~1 y B = ht?3,
obtenemos o(h -@126’1, ht?3) - @d~ 1 =1, ie, ® = p(ht'?, ht?3).

Sobre el dlgebra grt, (k)

Recordemos que denotamos por frj, (A, B) al conjunto de series formales de Lie

(A, B) con coeficientes en k, y por grt; el conjunto de todas las ¢ € fr, (A, B) que
satisfacen (5.17)-(5.20). Por la Proposicién 5.7, las identidades (5.17), (5.18), y (5.20) impli-
can (5.19). Mas aun, (5.17) y (5.19) implican (5.18): en efecto, de (5.17) y (5.19) uno puede
derivar sencillamente que el lado izquierdo de (5.18) conmuta con Ay B. Ahora, grt, (k)
es un 4lgebra de Lie con conmutador (5.21). El conjunto delos ¢ € fr;.(A, B) que satis-

face (5.17), (5.19), y por lo tanto (5.18) también forma un 4lgebra de Lie con conmutador
(5.21). Llamamos a esta dlgebra Ih(k), en honor a Thara. Ambas dlgebras grt; (k) y Ih(k)
son graduadas: gty (k) = Spget] (k) y Th(k) = &,Ih"(k), donde & es la completa-
cién de la suma directa. Como Ih' (k) es generado por el elemento central A — B, el es-
tudio de Th(k) se reduce al estudio del subélgebra Ih(k) = @,,~1Ih" (k). Notemos que
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gty (k) C Ih(k) (basta con substituir X12 = Ay X1 = X1 = X2 = X3 =0

en (5.20)).
En [13] y [14], Ihara usa la siguiente realizacion de Ih(k). El denomina a una deriva-

cién continua 0 : fe, (A, B) — ft,.(A, B) como especial si 0(A) = [R1, A],0(B) =
[R2,B],y 0(C) = [Rs3,C] para ciertos Ry, Ro, R3 € ft;,(A,B) y donde C' =
—A — B. Las derivaciones especiales forman un 4lgebra de Lie SDerft (A, B). Consi-
dera la accién de grupo S5 en fr, (A, B) que permuta A, B, C. Esta accién induce una
accién de S3 en SDerft, (A, B) y en el conjunto de derivaciones internas Intfey (A, B).
Es posible mostrar que la subalgebra de invariantes bajo la accién de S3 en el dlgebra
SDerfr, (A, B)/Intfr;, (A, B) es isomorfa canénicamente a ITh(k): un elemento ¢ €
Th(k) corresponde a la clase de la derivacién 0y, : fr, (A, B) — fr,,(A, B) dada por
0y(A) = 0y0y(B) = [¢, B]. Enefecto, podemosidentificar SDerft (A, B) /Intfr, (A, B)
con el dlgebra de derivaciones 0 : fv;,(A, B) — fv,(A, B) talque 9(A) = 0,0(B) =
[¢,B],y O(C) = [x,C] para algunos ¢, x € fri(A, B) tales que [¢)(A, B), B] +
X(A4,B),C] = 0,v = 0 mdd grado2,x = 0 mdd grado 2. La invariancia de
0 con respecto a la permutacién de By C significa que x(A, B) = (A, C). Lain-
variancia de 0 modulo Intfey (A, B) con respecto a la permutacién de A y B significa
que (B, A) = —(A, B). Finalmente, Ocy, o> = [Oy,, O] en efecto, en (5.21)
Dw =ady) — aw, y por lo tanto < 91,9y >= 81/,1 (1/}2) - 8¢,2 (lﬁl) — [1/11, ¢2]

Nota. Side la accion derecha (4.13) del grupo GT' (k) en la completacion del grupo libre
con generadores 0% y 0% construimos de la manera usual una accion izquierda, y luego

pasamos del grupos a dlgebras de Lie y de dlgebras filtradas a graduadas, obtenemos la
accion de gety (k) en §vi. (A, B) dada por la formula 1p — Oy,

Ahora veremos una interpretacion “hamiltoniana” de Ih(k). Para cualquier dlgebra
de Lie a denotamos por .7 (a) el cociente de a ® a por el subespacio generado por los ele-
mentosdelaformaz ®y—y®@zylz,y|®z—x®]y, 2],donde x, y, z € a. Laimagen
dex®@yen.# (a) esdenotada por (z,y). Lasidentidades (z, y) = (y,z)y ([x, y], 2) —
(x, [y, 2]) nos permiten considerar (x, y) como un producto escalar invariante con valo-
res en .% (a) (cualquier producto invariante escalar con valores en k en a es composiciéon
de este producto y un funcional lineal % (a) — k). Sia es un dlgebra de Lie libre con ge-
neradores Y7, - - -, Yy, entonces en lugar de .# (a) debemos escribir .7 (Y1, - -+, Y)y,).
Un elemento f € % (A, B) se puede considerar como una formula definiendo para
cada dlgebra de Lie metrizada g (i.e., dlgebra de Lie de dimensién finita con un pro-
ducto invariante escalar no degenerado) una funcién fy : g X g — k. Por ejemplo,
f = ([A,B],[A,B]) € #(A,B) define la funcién fy(z,y) = ([z,y], [z, y]). Es
tacil mostrar que si f # 0, entonces fy # 0 en algtin Lie dlgebra metrizada (por g pode-
mos tomar gl(n), donde n es suficientemente largo). Si g es un dlgebra de Lie metrizada,
entonces g ® g se identifica con g* x g*, y consecuentemente el espacio de funciones en
g X g tiene un bracket de Poisson natural (el “bracket de Kirillov”). Si f, ¢ € Z (A, B),
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entonces { fg, pg} = g paraalgin ¢ € % (A, B) independiente de g, que denota-
mos por { f, p}. Entonces, .7 (A, B) es un 4lgebra de Lie con respecto a este bracket de
Poisson. La accién descrita previamente de S3 en fv;, (A, B) induce una accién de S en

F (A, B).
Proposicién 6.1. 1. La accidn de Sz en F (A, B) preserva el bracker de Poisson.

2. Elsubdlgebra de invariantes bajo la accion de S3 del dlgebra F (A, B) es isomorfo
a ®nIh" (k), donde & es la suma directa algebraica.

Demostracion. 1. Basta con mostrar que para toda dlgebrade Lie g laaccién de S5 en
el dlgebra de Poisson de funciones invariantes bajo g en g* x g*, que es obtenida
al identificar g* X g* con {()\1, Ao, A3) € gF X g* X g¥| A1+ Ao+ N3 = 0}
via la proyeccion (A1, A2, A3) — (A1, A2), preserva el bracket de Poisson. Esto se
sigue del hecho que el 4lgebra de Poisson estudiada se puede representar como el
cociente del dlgebra de Poisson de funciones invariantes bajo g en g* x g* x g*
por el ideal de funciones que son 0 cuando A1 + Ag 4+ A3 = 0 (que este ideal es
Poisson es sabido por la teoria de reduccién hamiltoniana).

2. Sif € (Y1, ,Yy,),denotamos por 0 f /0Y; el polinomiodeLieen Yy, - - - , Yy,
tal que la parte lineal en Z de f(Y1, -+ ,Y;1,Yi + Z,Yiq1, -+, Yy,) esigual
a(0f/0Y;, Z). Delainvarianza bajo g de fy para cualquier dlgebra de Lie metri-
zada se sigue que Y ;" [Y;, 0f /0Y;] = 0.

[

Lema. Siy " [Y;, Pi| = 0, donde P; son polinomios de Lie en Y1, - - - , Yy, entonces
existe exactamente un [ € F (Y1, ,Yy,) tal que Of /0Y; = P; para todo i.

Demostracion. La relacién usual entre polinomios y funciones simétricas multilineales
nos permite restringirnos al caso en que P; no contiene Y7, manteniendo P, - -+, P,
y f lineales en Y7. En este caso, si f existe, entonces f = (Y7, P;). Conversamente,
si f = (Y1, P1), entonces Of /0Y; = P; para toda i. En efecto, ponemos @Q; =
P; — 0f/0Y;. Entonces Q1 = 0y > ;" [Y;,Q;] = 0.Parai > 1 escribimos @Q;
en la forma R;(adY>, - - - ,adY},)Y7, donde R; es un polinomio asociativo. Entonces

Yoo uiRi(ug, -+ ,um) = 0,yporlotanto Ry = - -+ = Ry, = 0. O

Supongamos que ) € @,Ih" (k). Sesigue dellema que existe un tnico f € .Z (A, B)
talque0f /0A = (A, —A—B)y0f /0B = (B, —A—B).Claramente, f(B, A) =
f(A, B). Mas aun, f(A, B) = f(—A — B, B) (ambos lados de la identidad tienen
la mismas derivadas parciales). Esto implica que f es invariante bajo la accién de S3.
Conversamente, si f € % (A, B) es invariante con respecto a la accién de S5, enton-
ces, definiendo 1(A, B) de la relacién (A, —A — B) = 0f/0A, encontramos que
Y € Th(k).
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Para mostrar que el bracket de Poisson en .% (A, B) corresponde al conmutador en
Ih(k), usamos el encaje Th(k) — Derfry, (A, B) que manda %) en 6y, = 00y0, donde
Oy € Derfry, (A, B) fue definido previamente y o es el automorfismo de ft;, (A, B)
dado poro(A) = —A — Byo(B) = B. Tenemos 0y (A) = [(—A - B, A), A]y
dy(B) = [¢(—A — B, B), B].Si® corresponde a f € .F (A, B), entonces §y,(A) =
[A,0f/0A]ydy(B) = [B,0f/0B]. Estas formulas se pueden considerar la ecuacién
Hamiltoniana correspondiente a f. Para continuar, se usa la conexién entre el bracket de
Poisson del Hamiltoniano y el conmutador de los correspondientes campos vectoriales.

O]

Notas. 1. Alelemento f € fvi,(A, B) que corresponde atp € get} (k) C Ih(k) (ver
prueba de la Proposicion 6.1 se le puede dar la siguiente interpretacion. Suponga que
© € My (k), y @ se obtiene de @ por la accion de Exp(1)), donde Exp es la funcion
exponencial gety (k) — GRT (k). Si g es un dlgebra de Lie metrizada sobre k,
yt € g ® g corresponde al producto escalar en g, entonces ® = @(ht'?, ht?3)
y ® = @(ht'2 ht?3) estdn relacionados por la transformacion (1.11) para cierto
F € (Ug® Ug)[[h]] (ver TeoremaA). Es ficil verificar que F' se puede elegir
tal que 1)F = 1 moéd h",2)h ™" (F — 1) méd h € Ly 1 donde Ly es
el conjunto de elementos de Ug @ Ug que son polinomios de grado no mayor que
n+1enelementosdeg®1y1®g, y3) laimagende h™"(F —1) méd hen
Lyt1/Ly = Sym™ (g @ g) = Sym" L (g* ® ¢*), considerada una funcion en
9 X g, esigual a — f.

2. Deligne ha notado que, usando el argumento de la prueba de la Proposicion 6.1, uno
puede obtener para todan un isomorfismo equivariante bajo la accion de Sy, entre
el cociente del dlgebra de derivaciones especiales de v, (A1, - - -, Ay,) por el ideal de
derivaciones internas y el cociente de F (A, - - - , Ay) por el subespacio generado
por los elementos (A;, A;),1 < i <n+1,donde A1 = —A1 — - — Ay,
A saber, el elemenro f € fv,(Ar,-- -, Ay) corresponde a la derivacion A; —
[A;, 0f/0A;],1 <i<n.

Proposicién 6.2. (Deligne-Ihara [13]). dim 10" (k) = au — Byy1, donde

an = (3n) 7 (1 —a(d/3)) p(d)2"? - e},

d|n
B = (6n)"1{ > (1+3a(d/2) + 2a(d/3)) u(d)2"/" + 22, };
dn

donde |1 es la funcion de Mobius, a(x) = 1 parax € Z, a(x) = 0 parax ¢ L,ep, =

—1sinesdelaforma3™, e, =2sin=2-3",yep = 0en otro caso.
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Demostracidn. SeaV un espacio vectorial de dimensién 2 conbase A, B.En V existe una
acciénde S3, que permuta A, By C' = —A—B. Sea L;, (V') el componente homogéneo
de grado n del 4lgebra de Lie libre generada por V, i.e., L, (V') = fti (A, B). Laformula
P AR Y(—A - B, A) + B ®(—A — B, B) define un isomorfismo Ih" (k) =
(V ® L, (V)% NKerf, donde f es el conmutador V @ Ly, (V) + Ly 1(V). Como
f es suprayectiva, tenemos dim Th" (k) = dim(V ® L, (V)% — dim(Ly41(V))%.
Ahora usamos la formula para el cardcter de la representacion de GT(V') en Ly, (V') ([16,
Capitulo I1,§3, formula (16) ]) O

Aqui estén los valores de los ndmeros a,, = dimIh" (k) paran < 13 :a; = ap =
a4 = g = O,a3 = a5 = ag = 1,a7 = aip = 2,(19 = 4,(111 = 9,(112 = 7,a13 =
21. Unabase en ®,,<7Ih" (k) esta formada por los elementos de Ih(k) correspondientes
(ver Proposicion 6.1) alos elementos f1, f2, f3, fa € F# (A, B), donde

= ([AvBL[A?B]) (6.1)

o= (SL‘,J/‘) + ({L‘,y) + (ya y)v donde z = [A’ [A’BH
y = |[B,[A, B (6.2)

—

fs=1(z,2z), donde z=[A,[A[A,B]]]+I[A4,[B,[A4, B]]]
+(B, [B,[4, Bl]], (63)

fa = ([[A,u],[B,u]],u) dondeuw = [A, BJ. (6.4)
En el proceso de probar la [14, Proposicién 1], Thara obtuvo el siguiente resultado.

Proposicién 6.3. Para todo n > 3 impar existe un 1) € geti (k) tal que

n—1
W(A,B) =) <Z> (adA)" Y (adB)" ™A, B] méd [p, pi],
m=1

donde py; es el conmutador de fri,(A, B).

La prueba de Thara usa Gal(Q/Q). Proveemos otra prueba. Uno puede asumir k =
C. Pongamos @7 (A, B) = piz(—A, —B). De la Proposicién 5.5, P ¢ 7 se obtiene
de x 7z por la accion de algin g € GRT{(C). Sea %) el componente homogéneo de
grado n de la imagen de g bajo el mapeo logaritmico GRT1(C) + grt; (C). De (2.15) se
puede verificar facilmente que (1(277)™ /2¢(n)) - 1) es el elemento deseado. O

No es dificil ver que si 11,12 € pi, entonces el lado derecho de (5.21) pertenece a
[Pk, P Se sigue de la Proposicién 6.3 que grt; (k) tiene al menos un generador de grado
n para cada impar n > 3.
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Preguntas. ¢Es cierto que gty (k) tiene exactamente un generador de grado n para cada
impar n > 3 y no tiene generadores de otros grados? ¢El dlgebra @, get} (k) es libre?

Notas. 1. Una respuesta positiva a esta pregunta es equivalente a la conjuncion de la

conjetura de Deligne en [14, Introduccion]y la conjetura de densidad de la imagen

de Zariski de Gal(Q/Q) en GT(Q).

Paran = 1,2,4,6 tenemos get}(k) = Ib(k) = 0. Dado que dim Ih°(k) =
dim 75 (k) = 1, se signe de la Proposicion 6.3 que geti (k) = Ib" (k) paran =
3,5. Dado que dim IW¥(k) = 1, y [IW*(k), Ib°(k)] # O (ver [14]), tenemos
geti (k) = B8(k) = [getd (k), get} (k). Se puede mostrar que dim get] (k) =
1 < dim 75" (k) y get] (k) es generado por el elemento correspondiente a 8 f3

—fa € F(A, B), donde f3 y fa son determinados por las formulas (6.3) y (6.4).
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